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یده چ

متخلخل محیط در دوفازی جریان شبیه سازی برای عددی روش ی پیاده سازی نحوه رساله این در
گره محدود حجم روش ی از شد. خواهد بیان گسسته ترک روش به ترک دار و ناهمسان ن، ناهم
استفاده حاکم معادلات دستگاه کردن وپل دی جهت IMPES روش از و گسسته سازی برای مرج
مدل کردن برای ی بعدی المان های از مجاور ماتریس به نسبت ترک ها بودن نازک فرض با است. شده 
مراج از مسئله سه آخر در م شود. محاسبات کد راندمان افزایش موجب که شده است استفاده ترک ها

مقایسه مراج پاس های با دست آمده به پاس های و شده حل محاسبات کد صحت بررس جهت معتبر
شده اند.

محدود حجم روش گسسته، ترک روش دوفازی، جریان متخلخل، محیط کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدمه

انگیزه ١ . ١
مهندس علوم از ی م شود. طراح در نوآوری و هزینه ها کاهش باعث شبیه سازی ، مهندس علوم در

این است. متخلل محیط در چند فازی جریان م کند، کم آن پیشرفت به شبیه سازی دانش که
مهندس و مخزن مهندس ، زیرزمین آب های مدیریت جمله: از دارد، کاربرد متعددی صنایع در علم

زباله های دف برای مناسب روش ی انتخاب زیرزمین آب های زمینۀ در مثال برای . ژئوتکنی
گوناگون ارهای راه شبیه سازی به نیاز بزند، منابع این به را آسیب کمترین که طوری به شیمیایی
اشباع١ میزان تغییر با خاک انی م رفتار اینکه به توجه با ، ژئوتکنی مهندس در دارد[١].
سازه انی م رفتار شبیه سازی در خاک در سیالات توزیع حل م کند، تغییر آن در مختلف فاز های
در سیالات جریان شبیه سازی ماست، توجه مورد رساله این در که کاربردی اما م کند. پیدا اهمیت
توانایی مناسب پیش بین گرو در هیدروکربن منابع مناسب مدیریت که چرا است. هیدروکربن مخازن
این به دست یابی روش های از ی و م باشد منابع بازده افزایش برای بهینه روش انتخاب و تولید

م باشد. مخزن در آن جریان و نفت استخراج فرآیند شبیه سازی مهم،
توسعه و تحقیق م شود، تأمین نفت صنعت از کشورمان درآمد از عظیم بخش اینکه به توجه با
پایین دست صنایع و بالادست صنایع بخش دو به صنعت این م کند. پیدا زیادی اهمیت زمینه این در

م شود. محسوب بالادست صنایع از جزئ نفت مخازن شبیه سازی و مخزن مهندس م شود. تقسیم
قابل رفتار ، معمول مخازن م شوند. تقسیم نامعمول٣ و ٢ معمول دسته دو به نفت مخازن حیطه این در
یل دهنده تش سنگ و هستند ترک۴ فاقد مخازن این دارند. نامعمول مخازن به نسبت پیش بین تری
وجود دلیل به نامعمول مخازن شبیه سازی است. همسان۶ و ن۵ هم نسبتاً مهندس خواص نظر از آن ها
مخازن مثال های از ی م باشد. پیچیده تری فرآیند … خ و شدید ن ناهم و ناهمسان ترک ها،
ترک های ، زمین ساخت حرکت های دلیل به مخازن این در هستند. طبیع ترک دار مخازن نامعمول،

Saturation١

Conventional٢
Unconventional٣

Fracture۴

Homogenous۵

Isotropic۶

١



٢ مقدمه .١ فصل

از ری دی مهم دستۀ آمده اند. وجود به بزرگ) مقیاس های تا کوچ خیل مقیاس های (از متعددی
طور به باید گاز و نفت برداشت برای مخازن این در م دهند. یل تش شیل٧ مخازن را نامعمول مخازن
آن ها تأثیر و ترک ها مدل سازی شده ذکر حالت دو هر در شود. ایجاد ترک چاه ها اطراف در مصنوع

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از برداشت، افزایش فرآیند های در
دقت م دهند[٢]. یل تش را خاورمیانه نفت مخازن از توجه قابل بخش طبیع ترک دار مخازن
شناخت عدم که حال در شود منجر عظیم اقتصادی سود به م تواند مخازن این رفتار بررس در
بیور ریور٨ میدان در ١٩٧٨ سال در مثال، برای آورد. بار به را هنگفت ضرر های م تواند مناسب
تعجب باعث کلمبیا بریتیش ایالت گازی میدان بزرگترین پیش بین قابل غیر و کم تولید کانادا، در
تخلخل دارای که ونزوئلا در مارالاپاز نفت میدان در ١٩۵١ سال در آن، خلاف بر شد[٣] بسیاری
٢۵٠٬٠٠٠ روزانه تولید بود، دارس میل دهم ی حدود در نفوذپذیری و درصد ٣ از کمتر ماتریس
پروژه این اصل مشوق طبیع ترک دار مخازن مدلسازی عظیم اهمیت م گرفت[٣]. صورت ه بش

م باشد.

هدف ١ . ٢
دو شده اند. عنوان [۴] در آن ها از بسیاری که دارند وجود ترک ها مدل سازی برای متعددی روش های
روش های در م باشند. پیوسته١٠ ترک روش های و گسسته٩ ترک روش های متدوال روش های خانواده
در که هستند پیوسته محیط هایی دو هر ماتریس محیط و ترک محیط که م شود فرض پیوسته ترک
که م شود فرض علاوه به دارد، وجود محیط دو هر در سیال جریان و گرفته اند قرار متخلخل محیط
و ناهمسان کردن مدل گسسته ترک روش در م کنند. مبادله نیز ر دی ی با را سیال محیط دو این
این که زمان دارد. قبل حالت به نسبت بیشتری خیل اهمیت متخلخل محیط در خواص ن ناهم
نخواهد متفاوت خواص با متخلخل محیط از قسمت جز چیزی ترک شود مدل ناهمسان و ن ناهم
نسبت کم خیل ضخامت دلیل (به نم کنند تغییر ترک ضخامت در متغیر ها اینکه فرض با معمولا بود.
این اهداف مطلب این به توجه با کرد. سریعتر و پایدار تر را عددی روش های م توان ماتریس) به

هستند. زیر شرح به پروژه

با ناپذیر، تراکم و ١١ غیرامتزاج دوفاز جریان شبیه سازی برای محاسبات برنامه ی ساخت .١
ویژگ های:

دو بعدی. و ی هندسه های در مسائل حل •
سازمان١٣. بدون محاسبات ه شب روی بر محدود١٢ حجم روش ی از استفاده •

معادلات. سازی خط برای IMPESروش لاتین از استفاده •
سیالات. خواص و سنگ خواص ناهمسان و ن ناهم مدل سازی •

Shale٧

River Beaver٨

Fracture Discrete٩

Fracture Continuum١٠

Immiscible١١

Volume Finite Centered Cell١٢

Grid Unstructured١٣



٣ مقدمه .١ فصل

یعدی ی المان های و دوبعدی١۴ المان های از استفاده با ترک ها مدل کردن قابلیت •
مختلف. مرزی شرایط کردن مدل •

شده. تولید برنامه صحت١۵ بررس .٢

عین در شده استفاده سیالات مدل و ساخته شده برنامه ويژگ های که است شده سع پروژه ین درا
باشند. نیز پرکاربرد سادگ

شده انجام کارهای بر مروری ١ . ٣
و مشابه روش های روش، همین به متعددی محققان توسط شود، ساخته پروژه این در باید که برنامه ای
این انجام در که را مقالات این از تعدادی قسمت این در شده است. ساخته متفاوت روش های البته

برد. خواهیم نام دارند، پروژه این با نزدی ارتباط اینکه یا و گرفته ایم کم آن ها از پروژه
در م روند. شمار به گسسته ترک روش پیاده سازی برای تلاش ها اولین از [۶] و [۵] مقاله دو
ترک دار، متخلخل محیط در محلول انتقال و حرارت انتقال هم راه به تک فاز سیال جریان مقالات این
شبیه سازی برای را روش همین فیروز آبادی[٧] و کریم فرد است. شده مدل سازی گالرکین١۶ روش به
نبودن، conservativeدلیل لاتین به ساده گالرکین روش دادند. تعمیم غیرامتزاج دوفازی جریان
روش هایی به نسبت و کند مدل درست به را سنگ و سیال خواص شدید ناهمسان و ن ناهم نم تواند

است. برخوردار کمتری مقاومت١٧ از کرد خواهیم بیان ادامه در که
شبیه سازی برای متعدد فرمولاسیون های و ١٨ مرج گره محدود حجم روش ی از [١ ،٨] در بستیان
متعاقباً محقق همین تحقیقات گروه کرد. استفاده بالا ن ناهم با متخلخل محیط در دوفازی جریان
کردند[٩، اضافه خود روش به نیز را ترک ها مدل سازی برای کمتر بعد با المان های از استفاده ان ام
شده است. استفاده معادلات خط سازی برای ١٩ ضمن کاملا روش های از مقالات این تمام در .[١٠
خلاف بر آن ها کردند. پیاده سازی را قابلیت ها همان با مشابه روش [١٢ فیروزآبادی[١١، و ودو مونتی
روش از ادامه در آن ها کردند. استفاده معادلات سازی خط برای IMPESروش لاتین از قبل گروه
این و کردند استفاده معادلات سازی خط برای اول گروه به نسبت متفاوت فرمولاسیون با ضمن کاملا
روش های مشابه نیز پروژه این در شده استفاده روش .[١۴ نمودند[١٣، مقایسه ر دی ی با را روش دو
این اول شده اند. یافت روش این در توجه قابل ال اش دو پروژه این طول در م باشد. نام برده گروه دو
این ر دی ال اش کند. مدل م گیرند را جریان جبهه جلوی که ترک هایی که نیست قادر ما روش که
شار متغیرهای م شوند، محاسبه خوبی دقت با فشار و اشباع متغیر دو اینکه با روش این در که است
کفایت کنون پروژۀ اهداف برای حاصل پاس های دقت، کاهش این وجود با دارند. کمتری دقت

م کنند.
طراح گسسته ترک روش برای را ٢٠ مرجع سلول محدود حجم روش ،[١۵] عزیز و کریم فرد

Solvers Mesh Fine١۴

Verification١۵

Galerkin Upwinded١۶

Robustness١٧

Centered Vertex١٨

Implicit Fully١٩

Centered Cell٢٠



۴ مقدمه .١ فصل

که ترک هایی کردن مدل ان ام علاوه به بود. ساده تر شده ذکر مرج گره روش های از که کردند
نقطه ای٢١ دو محاسبات سلول ی از که بود این روش این ال اش داشت. را هستند جریان مان
تراوایی ناهمسانگردی نتواند روش این که م شد باعث امر این و م کرد استفاده شار محاسبه برای
و اران هم و آواتسمارک باشد. مناسب همسانگرد ماتریس های برای فقط و کند مدل را مطلق٢٢
طراح ترک بدون محیط شبیه سازی برای را خود خاص محدود حجم روش های اران هم و ادواردز

شده ادعا شده اند. داده تعمیم گسسته ترک های مدل کردن برای اخیراً روش ها این .[١٧ کرده اند[١۶،
کرد[١٨]. خواهند حل را ما روش برای شده عنوان ل مش دو هر جدید روش این که است

م روند کار به متخلخل محیط در چند فازی جریان شبیه سازی برای که روش ها از ری دی دسته ی
کم به معمولا که روش ها این در هستند. ترکیبی روش های دارند، شار محاسبه در بالایی دقت و

اشباع معادله و ترکیبی٢٣ محدود المان روش کم به فشار معادله م شوند، خط IMPESروش لاتین
حل گسسته٢۴[٢٠] گالرکین یا محدود[١٩] حجم مثل conservativeروش لاتین ی کم به
که عیبی تنها شده اند[٢١]. داده تعمیم گسسته ترک های مدل سازی برای نیز روش ها این م شوند.
پیاده سازی و هستند پیچیده تر بسیار قبل روش های به نسبت که است این گرفت روش ها این به م توان

است. محدود المان روش های زمینه در بالا تجربه نیازمند آن ها

رساله این ساختار ۴ . ١
شد: خواهند دنبال رساله این در زیر مراحل

سپس شد. خواهند بیان مویینگ فشار جمله از سنگ ها و سیالات مهم خواص ٢ فصل در ابتدا •
م شوند. معرف مرزی شرایط و سیستم بر حاکم معادلات

شد. خواهد معرف بعد دو در معادلات حل برای عددی روش ٣ فصل در •
شد. خواهند حل برنامه صحت بررس برای معتبر مراج از متعددی مسائل ۴ فصل در •

TPFA ‐ Scheme Approximation Flux Point Two٢١

Permeability Absolute٢٢

Element Finite Mixed٢٣

Galerkin Discrete٢۴



٢ فصل

ریاض مدل

پیچیده تر مدل دارند. وجود متخلخل محیط در سیالات جریان مدل کردن برای متعددی روش های
به بود. خواهد دشوارتر آن عددی حل و پیاده سازی اما م شود، دقیق تری جواب های به منجر معمولا
اندازه گیری است ن مم که دارند بیشتری تجربی پارامتر های اندازه گیری به نیاز پیچیده مدل های علاوه
همانطور کرد. توجه عوامل این همۀ به باید مناسب مدل انتخاب در لذا نباشد. عمل همیشه آن ها
استفاده تراکم ناپذیر و امتزاج غیرقابل دوفازی جریان مدل از پروژه این در شد، عنوان ١ بخش در که
ادامه در شد. خواهند معرف مدل این در شده استفاده کل مفاهیم ابتدا بخش این در کرد. خواهیم
در ر م فصل این مطالب که است ذکر به لازم م شوند. بیان گسسته روش به ترک ها مدلسازی نحوه

شده اند. انتخاب [٢٢ ،١] از شده اند، اشاره صریح صورت به که خاص مواردی

متخلخل محیط ٢ . ١
شده یل تش خال فضای و ماتریس نام به تکه تکه جامد ی از که است جسم متخلخل، محیط
کلیه ها و ریه نان، ، آه سنگ های خاک، م شود. پر سیال چند یا ی توسط خال فضای است.
سنگ پروژه این در نظر مورد متخلخل محیط بدیهتاً م شوند. محسوب متخلخل محیط نوع هم
م شوند. محسوب اساس تعریف دو و سیاهجزء٢ متخلخل سیاهفاز١ محیط م باشد.در نفت مخازن
روغن آب، مثال برای است. شده جدا قسمت ها ر دی از مشخص مرز با که است سیستم از قسمت فاز
فقط آن در شده حل نم و آب که حال در دهند یل تش را فاز ی کدام هر م توانند ماتریس و
قسمت های ر دی به نسبت متمایزی شیمیایی ترکیب که است فاز ی از قسمت جزء هستند. فاز ی
ذکر به لازم بود. خواهد جزء دو و فاز ی شده عنوان نم و آب مثال لذا باشد. داشته فاز آن

ی با فاز ی داخل جزء چندین وجود که دارد ان ام ساده سازی برای خاص مدل ی در که است
تبادل آن ها مرز بین بتواند ماده که صورت در هستند قابل سیاهامتزاج فاز دو شود. مدل معادل جزء
٢ . ١ جدول در بالا تعاریف به توجه با متخلخل محیط در جریان برای شده استفاده مدل چند شود.

نشده است). نگرفته نظر در سنگ (فاز شده اند دسته بندی
شبیه سازی در که پرکاربردی حالت شود. مطالعه متفاوت مقیاس های در م تواند پیوسته محیط

Phase١

Component٢

۵
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اجزاء و فازها نظر از متخلخل محیط در جریان مدل چند مقایسه :٢ . ١ جدول

حاضر اجزاء فاز ها برای مثال مدل نام ردیف
آب و رسوبات انواع آب مثال برای چند جزء تک فاز ١

روغن و آب روغن و آب امتزاج بدون دو فاز ٢
جزء) نفت گاز(ی و آب گاز و نفت آب، نفت سیاه ٣

ر دی گاز های و هیدروکربن ها انواع آب، گاز و نفت آب، ترکیبی ۴

نماینده حجم شماتی :٢ . ١ ل ش

و سر آن ها با که ابعادی مقیاس این در دارد. نام وپی ماکروس مقیاس م شود استفاده نفت مخازن
هستند. متر ده ها حدود در داریم کار

متناظر مقدار باید ، وپی ماکروس مقیاس در … خ و لزجت ، ال چ مثل خواص تعریف برای
صورت به ٢ . ١ ل ش در شود. متوسط گیری نقطه هر اطراف در نماینده٣ حجم ی در خاصیت این
مقیاس در است. شده داده نمایش d۰ شعاع و Ω۰(x۰) نام با x۰ نقطه اطراف نماینده حجم شماتی
که صورت در بود. خواهد (x (مثلا Ω۰(x۰) داخل نقاط تمام نماینده x۰ مثل نقطه ای ، وپی ماکروس
ل ش مانند روندی نماینده حجم شعاع به نسبت (ϕ تخلخل مثال (برای متوسط خواص تغییرات نحوه
l از مثال (برای بمانند ثابت تقریباً شعاع ها از بازه ای ازای به وپی ماکروس خواص و باشد داشته ٢ . ٢

وپی ماکروس دیدگاه از را متخلخل محیط م توان بازه این در نماینده حجم شعاع انتخاب با ،(L تا
م شوند. بیان امتزاج غیر قابل دوفازی جریان مدلسازی برای شده استفاده قوانین ادامه در کرد. مطالعه

نماینده حجم شعاع به نسبت وپی ماکروس خواص تغییرات شماتی :٢ . ٢ ل ش

REV ‐ Volume Elementary Representetive٣
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معادلات ٢ . ٢

جرم پایستگ قانون ٢ . ٢ . ١

م شود. بیان (٢ . ١) معادله صورت به متخلخل محیط در فازها از ی هر برای جرم پایستگ قانون

∂(ϕϱαSα)

∂t
+∇ · (ϱαu⃗α) = ϱαqα α = w, o (٢ . ١)

م شود. تعریف حجم نماینده در کل حجم به خال حجم میزان صورت به که تخلخل پارامتر ϕ
را تخلخل پروژه این در باشد. … خ و ان م دما، فشار، تابع م تواند پارامتر این کل طور به

م گیریم. نظر در ثابت۴ قطعه قطعه صورت به و ان م از تابع
حجم کل به فاز آن حجم میزان نسبت با است برابر فاز هر اشباع واق در است. اشباع پارامتر S

نماینده. حجم در خال
ثابت ال ها چ لذا م کنیم فرض تراکم ناپذیر را فاز ها پروژه این در است. فاز هر ال چ نماینده ϱ

بود. خواهند
زمان. t

فاز. هر وپی ماکروس سرعت u⃗

کرد. نخواهیم استفاده ترم ها این از پروژه این در چاه. و چشمه ترم های q
م دهیم. نمایش o با را نفت فاز و w با را آب فاز پروژه این در است. فاز هر نماینده α

دارس قانون ٢ . ٢ . ٢

قانون از خط اندازه حرکت پایستگ قانون از استفاده جای به وپی ماکرو س مقیاس در مدل سازی در
برای و است معتبر باشد ی از کوچ تر رینولدز عدد که زمان قانون این م شود. استفاده دارس

م شود. بیان (٢ . ٢) معادله صورت به دو فازی جریان

u⃗α = −Kkrα
µα

∇ · (pα + ϱαgh) α = w, o (٢ . ٢)

نظر در قطری را ماتریس این ساده سازی برای حالات از بسیاری در مطلق. تراوایی تانسور K
ناهمسانگرد). (محیط باشند حاضر تانسور این در م توانند درایه ها تمام پروژه این در اما م گیرند،
م کنیم فرض پروژه این در باشد. … خ و فشار ان، م تابع م تواند تانسور این کلّ حالت در

باشد. ثابت قطعه قطعه صورت به ان م در تانسور این که
به تراوایی وابستگ پارامتر این فازهاست. از ی هر اشباع از تابع که نسبی تراوایی تابع kr
معمولا کرد. خواهیم معرف را تابع این منحن های از مورد چند ادامه در م کند. مدل را اشباع

م نامند. تحرک۵ ضریب را آن و م دهند نمایش λα با را krα/µα

م ماند. ثابت لزجت که م شود فرض پروژه این در فاز. هر لزجت µ

Constant Peicewise۴

Mobility۵
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فاز. هر وپی ماکروس فشار p

جاذبه. شتاب g

بوده عمودی محور جهت در که ندارد لزوم جاذبه شتاب جهت جاذبه. مبداء به نسبت ارتفاع h
باشد. دلخواه م تواند و

کننده تکمیل معادلات ٢ . ٢ . ٣

را (٢ . ٣) معادله پر شود حاضر فاز دو توسط باید متخلخل محیط خال فضای که این  به توجه با
داشت. خواهیم

Sw + So = ۱ (٢ . ٣)

وجود دلیل به م دانیم که همانطور م سازد. مربوط ر دی ی به را فاز ها فشار ر دی مهم معادله
باشند برابر ر دی ی با (po و pw) فازها فشار دارس معادله در که ندارد لزوم سطح کشش پدیده
تابع مویینگ فشار وپی روس می حالت در م شود. نامیده (pc) مویینگ فشار آن ها اختلاف و
حالت در اما م باشد. … خ و سیال دو مشترک مرز انحنای ، سطح کشش جمله از متعددی عوامل
این در . pc = pc(Sw, X⃗) م گیرند: نظر در اشباع و ان م از تابع را مویینگ فشار وپی ماکروس
را ان م و زمان به نسبت مویینگ فشار تابعیت عددی حل فر آیند برنامه نویس شدن ساده تر برای پروژه
ضریب که م کنیم فرض علاوه به . pc(Sw, X⃗) = Pd(X⃗)J(Sw) : یعن م گیریم، نظر در هم از جدا
جریان مدل کردن برای نیاز مورد معادله آخرین (۴ . ٢) معادله لذا باشد. ثابت قطعه قطعه صورت به Pd

کرد. خواهیم معرف را J منحن های از مورد چند ادامه در م باشد. متخلخل محیط در دوفازی

po − pw = Pd(X⃗)J(Sw) (۴ . ٢)

یل تش را u⃗o و u⃗w ،po ،pw ،So ،Sw مجهولات حل برای لازم معادلات (۴ . ٢)–(٢ . ١) معادلات
م دهند.

عددی سازی شبیه برای مناسب معادلات، یافته تغییر ل ش ۴ . ٢ . ٢

استفاده عددی شبیه سازی برای که معادلات از فرم است، [٧ ،٢٠ ،١١] از برگرفته که قسمت این در
پتانسیل متغیر های جاذبه مدلسازی شدن ساده تر برای قدم، اولین در م  کنیم. معرف را کرد خواهیم

م کنیم: تعریف (۶ . ٢) و (۵ . ٢) معادلات صورت به را مویینگ و نفت آب، فاز

φα = pα + ϱαgh α = w, o (۵ . ٢)
φc = pc + (ϱo − ϱw)gh (۶ . ٢)

مانده٧ نفت یا هم زاد۶ آب دارد ان ام متخلخل محیط از ناحیه هر در اینکه به توجه با ادامه در

Swc ‐ Water Connate۶

Sor ‐ Oil Residual٧
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م کنیم: تعریف را شده نرمال اشباع آن ها کردن مدل برای باشد، داشته وجود

S =
Sw − Swc

۱ − Sor − Swc

(٢ . ٧)

به تراکم ناپذیری فرض و qα ترم های دادن قرار صفر ،(٢ . ٧)–(٢ . ١) معادلات ترکیب با حال
م رسیم: زیر معادلات

∇ · (λK∇φw + λoK∇φc) = ۰ (٢ . ٨)

ϕβ
∂S

∂t
−∇ · (λwK∇φw) = ۰ (٢ . ٩)

به زیر روابط از آب سرعت و کل سرعت (۶ . ٢) و (۵ . ٢) ،(٢ . ٢) معادلات ترکیب با علاوه به
م آیند: دست

u = −λK∇φw − λoK∇φc (٢ . ١٠)
uw = −λwK∇φw (٢ . ١١)

(٢ . ٨) معادلات اکنون هم م باشند. λw + λo برابر λ و ۱−Sor −Swc برابر β معادلات این در
(٢ . ١١) و (٢ . ١٠) معادلات و م دهند یل تش S و φw مجهول دو برای را معادله دو (٢ . ٩) و
در هستند. لازم مرزی شرایط اعمال برای که م کنند محاسبه S و φw متغیر دو حسب بر را سرعت ها

م آید. دست به (۶ . ٢) و (۴ . ٢) از و نیست مستقل متغیر φc معادلات این

نسبی تراوایی توابع ٢ . ٣
ویژگ کرد. خواهیم معرف را شده اند پیشنهاد نسبی تراوایی برای که توابع از تعدادی قسمت این در

همان اشباع از صعودی اکیداً تابع باید فاز هر نسبی تراوایی که است این منحن ها این تمام مشترک
وجود مانده نفت یا هم زاد آب دارد ان ام متخلخل محیط از ناحیه هر در اینکه به توجه با باشد. فاز

م کنند. بیان شده نرمال اشباع حسب بر را منحن ها این معمولا باشد، داشته
اشاره برای رساله این در شده اند. داده نمایش ٢ . ٢ جدول در پروژه این در شده استفاده منحن های
شده است. معرف [٢٣] در brooks مدل شد. خواهد استفاده اختصاریشان نام از آن ها از ی هر به
مدل باشد. ی از بزرگتر عددی باید و است خاک نوع به وابسته که است پارامتری λ معادله این در
معرف [٢۵] در آن از ر دی قسمت و [٢۴] در آن از قسمت نم باشد. محقق ی به متعلق vang

ی تا صفر بین عددی باید و است خاک نوع به وابسته که است پارامتری m معادله این در شده اند.
و بوده ساده تر بسیار دارند، ر دی منحن دو به نسبت کم دقت اینکه وجود با poly منحن های باشد.
م باشند. مناسب محاسبات کد صحت بررس برای لذا نشان م دهند، آن ها به نسبت را مشابه رفتار
از مثال هایی باشد. [٢۶] آن ها اولین شاید اما شده اند. استفاده متعددی مراج در poly منحن های

شده اند. داده نشان krw۰ = kro۰ = ۱ ازای به ٢ . ٣ ل ش در منحن ها این
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نسبی تراوایی توابع :٢ . ٢ جدول

kro krw اختصاری نام ردیف
kro۰(۱ − S)۲(۱ − S۱+۲λ) krw۰S

۳+۲λ brooks ١
kro۰(۱ − S)

۱
۲ (۱ − S

۱
m )۲m krw۰S

۱
۲ (۱ − (۱ − S

۱
m )m)۲ vang ٢

kro۰(۱ − S)v krw۰S
v poly ٣
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krw۰ = kro۰ = ۱ ازای به نسبی تراوایی منحن های از مثال هایی :٢ . ٣ ل ش

مویینگ فشار توابع ۴ . ٢
٢ . ٣ جدول در توابع این کرد. خواهیم بیان را شده استفاده J مویینگ  فشار توابع قسمت این در
مقدار به J(۰) ̸= ۰ منحن ها این در اگر شده اند. رسم آن ها منحن نیز ۴ . ٢ ل ش در شده اند. معرف

است. ورودی فشار دارای brooks منحن مثال برای م گویند. ورودی٨ فشار J(۰)
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brooksمنحن های لاتین (آ)

مویینگ فشار برای J منحن های :۴ . ٢ ل ش

م روند. بی نهایت سمت به صفر در J منحن های بیشتر م کنید مشاهده ۴ . ٢ ل ش در که همانطور
ل مش به کنیم، استفاده مویینگ فشار تخمین برای منحن ها این از اگر (٢ . ٨) معادله به توجه با
رف برای پروژه این در شد. خواهد ظاهر معادله این در بی نهایت مقدار که چرا خورد. برخواهیم
معرف (٢ . ١٢) معادله در که شده٩ قط منحن های از اصل منحن های از استفاده بجای ل مش این
ول دارند را عادی توابع مقدار همان [ϵ ∞] بازه در شده قط منحن های م کنیم. استفاده شده اند

مقدار Jtrunc(۰) که م شود انتخاب گونه ای به ϵ متغیر داشت. خواهند ثابت مقدار [۰ ϵ] بازه در

Pressure Entry٨

Jtrunc
٩
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مویینگ فشار برای J توابع :٢ . ٣ جدول

J−۱(y) J(S) اختصاری نام ردیف
y−λ S− ۱

λ brooks ١
(۱ + y

۱
۱−m )−m (S− ۱

m − ۱)۱−m vang ٢
exp(−y) −ln(S) log ٣
۱ − y۱/w (۱ − S)w poly ۴

م باشد. [٧ ،١١] مراج با مطابق روش این باشد. داشته معقول

Jtrunc(S) =

J(ϵ) S < ϵ

J(S) S ≥ ϵ
(٢ . ١٢)

فرمولاسیون از استفاده آن ها از ی دارد. وجود ل مش این رف برای نیز ری دی راه های البته
[١] در مثال برای است. عددی شبیه سازی برای (٢ . ١١)–(٢ . ٨) معادلات با معادل اما متفاوت

شده است. پیشنهاد مویینگ فشار جای به ١٠ جهان فشار از استفاده

اولیه و مرزی شرایط ۵ . ٢

اولیه شرط ١ . ۵ . ٢

اولّیه شرط لذا داریم. اشباع برای اولّیه شرایط به نیاز فقط کنیم فرض تراکم ناپذیر را فاز ها که زمان
باشد. (٢ . ١٣) معادله صورت به باید

S(X⃗, t = ۰) = S۰(X⃗) (٢ . ١٣)

خارج مرز های ٢ . ۵ . ٢

داریم. خارج مرزهای برای مناسب مرزی شرایط اعمال به نیاز (٢ . ٨) ،(٢ . ٩) معادلات حل برای
ی ناحیه در و م کنیم تقسیم مختلف نواح به ۵ . ٢ ل ش مانند را هندسه خارج مرز منظور این به
فیزی توجیه باید شده استفاده شروط م کنیم. اعمال S متغیر برای شرط ی و φw متغیر برای شرط

شروط (١۴ . ٢) معادله در باشد. نداشته جواب معادله که دارد ان ام اینصورت غیر در باشند، داشته
آمده اند: کرده ایم استفاده آن ها از پروژه این در که

Pressure Global١٠
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1

2

3

45

n

مرزی. شرایط اعمال برای مختلف نواح به خارج مرز تقسیم :۵ . ٢ ل ش

u · n⃗ = uN(X⃗) X⃗ ∈ ΓφN

φw = φD(X⃗) X⃗ ∈ ΓφD

∇pc · n⃗ = ۰ X⃗ ∈ ΓSN

S = SD(X⃗) X⃗ ∈ ΓSD

(١۴ . ٢)

نیومن. مرزی شرط برای کل شده تعیین سرعت مقدار uN

دیریشله. مرز روی بر شده تعیین آب فاز پتانسیل مقدار φD

دیریشله. مرز روی بر شده تعیین نرمال اشباع مقدار SD

م شود، اعمال آن ها بر مرزی شرط نوع این که مرزهایی در آب. پتانسیل متغیر برای نیومن مرز ΓφN

این باشد. uN مقدار برابر و ثابت باید سط واحد بر نفت) بعلاوه (آب عبوری شار کل مقدار
است. مناسب م شود انجام آن ها از تزریق که مرز هایی برای مرزی شرط

φD برابر و ثابت باید φw مقدار مرزی شرط نوع این در آب. پتانسیل متغیر برای دیریشله مرز ΓφD

م باشد. مناسب م شود انجام آن ها از برداشت که مرزهایی برای مرزی شرط نوع این باشد.
جواب مسئله باشد، نداشته وجود مرز ها از هیچ کدام برای شرط این مسئله ای در اگر که شود دقت

داشت. نخواهد
مؤلفه ای نباید مویینگ فشار گرادیان مرزی شرط این در نرمال. اشباع متغیر برای نیومن مرز ΓSN

این به صرفاً این باشد، نداشته وجود جاذبه که حالت در باشد. داشته مرز بر عمود راستای در
وجود جاذبه که حالت در کنید دقت م باشد. λw

λo
برابر مرز محل در uw

uo
نسبت که است معن 

شرط با را آن نم توان اما بود، خواهد فیزی نظر از قبول قابل شرط شرط، این باشد داشته
شرط این (۶ . ٢) معادله و زنجیری قاعده از استفاده با که چرا کرد. زین جای ∇φc · n⃗ = ۰

متغیر یعن این و ∇S · n⃗ =
(
Pd

∂J(S)
∂S

)−۱

(ϱo − ϱw)g∇h · n⃗ که: بود خواهد معن این به
نرسیده مرز به آب جبهه اگر که است حال در این کند. تغییر مرز بر عمود راستای در باید اشباع
نظر از شرط این لذا باشد. صفر مرز همسای در باید اشباع و دهد رخ اتفاق چنین نباید باشد
است. مناسب برداشت مرز های برای اشباع برای نیومن مرزی شرط نیست. قبول قابل فیزی

این م ماند. ثابت اشباع متغیر مرزی شرط نوع این در نرمال. اشباع متغیر برای دیریشله مرز ΓSD

است. مناسب تزریق نواح برای مرزی شرط نوع
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مشترک مرز و ر دی ی مجاور ناحیه دو :۶ . ٢ ل ش

این است. نفوذناپذیر مرز کرد، خواهیم استفاده آن از شبیه سازی ها در که متداول مرزی شرط ی
عبور مرز این از شاری هیچ چون م باشد. uN = ۰ مقدار با ΓφN و ΓSN ترکیب مرزی شرط نوع
نظر در با معادل کرد، خواهیم اشاره آن به ٣ فصل در که محدود حجم روش در آن اعمال نم کند،
در که کند مدل را مسائل است قادر فقط ما عددی روش که است این ر دی نکته است. آن نگرفتن
در مثال برای باشد. نفوذناپذیر ی حتماً هستند ر دی ی مجاور که مرزی شرط دوناحیه بین از آن ها

باشند. نفوذناپذیر حتماً باید Γ۵ و Γ۳ ،Γ۱ نباشند،  نفوذناپذیر Γ۴ و Γ۲ مرز های اگر ۵ . ٢ ل ش

داخل مرز های ٣ . ۵ . ٢

به پروژه این در متخلخل محیط خواص کردیم، اشاره دارس معادله معرف هنگام در که همانطور
با متفاوت و ثابت خواص با متخلخل محیط از قسمت هر م کنند. تغییر ثابت قطعه قطعه صورت
آن ها مشترک مرز و ΩII و ΩI مجاور ناحیه دو ۶ . ٢ ل ش در م نامیم. ناحیه ی را قسمت ها ر دی
داشته وجود ناحیه دو هر مرز بین باید خاص شرایط [٢۶ ،١] به بنا شده است. داده نمایش Γ نام به
داخل مرز های روی فاز دو هر شار و فشار پیوستگ را شرایط این م توان سرانگشت صورت به باشد.

این شده اند. داده نشان  (١۵ . ٢) معادله در آب فاز فشار و شار ها پیوستگ به مربوط شروط نامید.
شده ذکر مقدار حد معنای به II یا I بالاوند معادلات این در باشند. برقرار Γ مرز روی بر باید شرایط
در که همانطور است. مشترک مرز نرمال بردار n⃗ و است ΩII یا ΩI ناحیه طرف در مشترک مرز روی
در شده استفاده عددی روش و بود نخواهد دشواری کار شروط این کردن برقرار دید، خواهید ٣ فصل

کرد. خواهد برقرار را آن ها اضاف تدابیر از استفاده به نیاز بدون پروژه، این

u⃗I · n⃗ = u⃗II · n⃗, u⃗Iw · n⃗ = u⃗IIw · n⃗, φI
w = φII

w (١۵ . ٢)

وجود دلیل به اما شد. خواهد ظاهر مویینگ فشار پیوستگ قالب در نفت فاز فشار پیوستگ
برای مویینگ فشار پیوستگ ان ام brooksمویینگ لاتین فشار منحن های در ورودی فشار پدیده
ل مش نیز شده قط منحن های از استفاده علاوه به ندارد. وجود منحن این در اشباع مقادیر از بعض
برای شده استفاده منحن به وابسته مویینگ فشار به مربوط مرزی شرط لذا م کند، ایجاد را مشابه

کرد. خواهیم بیان مختلف حالت سه برای را شرط این لذا بود. خواهد مویینگ فشار

م نامیم. cc را حالت این J(۱) = ۰ و limS→۰ J(S) = ∞ .١



١۴ ریاض مدل .٢ فصل

J متفاوت مدل های برای J−۱(RJ(Smaster)) تابع :۴ . ٢ جدول

J−۱(RJ(Smaster)) مدل ردیف
R−λS brooks ١[
R

۱
۱−m (S− ۱

m − ۱) + ۱
]−m

vang ٢
SR log ٣
۱ −R

۱
w (۱ − S) poly ۴

م نامیم. dc را حالت این J(۱) = ۰ و limS→۰ J(S) ̸= ∞ .٢

م نامیم. cd را حالت این J(۱) > ۰ و limS→۰ J(S) = ∞ .٣

اشباع و گرفت خواهد نام برده١٢ ری دی و ارباب ١١ محیط ها از ی حالات این از ی هر در
با ناحیه چند نقطه ی در که نیز حالت در شد. خواهد محاسبه ارباب ناحیه حسب بر برده ناحیه
دست  به ناحیه این اشباع از نواح ر دی اشباع و بود خواهد ارباب آن ها از ی باز کنند برخورد هم

آمد. خواهد

ccحالت لاتین

تمام برای م تواند مویینگ فشار حالت این در شده است. برگرفته [١٢] از حالت این مدل کردن روش
باشد. برقرار مرز طرف دو در اشباع بین (١۶ . ٢) رابطه که است کاف فقط باشد. اشباع پیوسته مقادیر

است. اختیاری برده و ارباب محیط های انتخاب حالت این در علاوه به

P slave
d J(Sslave) = Pmaster

d J(Smaster) ⇔

Sslave = J−۱(RJ(Smaster)) R =
Pmaster
d

P slave
d

(١۶ . ٢)

در اینکه با م دهد. نشان شده معرف J توابع برای را J−۱(RJ(Smaster)) تابع مقادیر ١۶ . ٢ جدول
مرزی شرط عنوان به (١۶ . ٢) شرط کرده ایم محاسبه J توابع تمام برای را تابع این مقدار جدول این
ccشرایط لاتین دارای آن ها فقط که چرا م کند صدق vangو لاتین logمدل های لاتین برای فقط

کنید. مشاهده مدل ها این برای را Smaster حسب بر Sslave مقدار م توانید ٢ . ٨ ل ش در م باشند.

dcحالت لاتین

شباهت م دهیم، ارائه شده قط منحن های حالت در Sslave برای که فرمول م کنیم سع حالت این در
در ٢ . ٧آ ل ش مانند را شده قط منحن ی منظور همین به باشد. داشته نشده قط حالت به زیادی
را S∗

l مقدار دارد. بیشتری مویینگ فشار که است ناحیه ای ارباب ناحیه حالت این برای یرید. ب نظر
م کنیم. تعریف (٢ . ١٧) فرمول و ٢ . ٧آ ل ش این همانند

Master١١

Slave١٢
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master

slave

S*_r

cd حالت (ب)

slave

master

S*_l

dc حالت (آ)

مجاور. محیط دو برای مویینگ فشار منحن های شماتی :٢ . ٧ ل ش

S∗
l = J−۱(

۱

R
J(۰)) (٢ . ١٧)

کنیم: تعیین (٢ . ١٨) فرمول صورت به را Sslave م توانیم حال

Sslave =

J−۱(RJ(Smaster)) Smaster > S∗
l

۰ Smaster ≤ S∗
l

(٢ . ١٨)

روش های از logو لاتین vangمدل های لاتین برای شده محاسبه Sslave اختلاف ٢ . ٩ ل ش در
م رسد ٠٫٠١ به حداکثر اختلاف این م بینید که همانطور است. مشاهده قابل نشده قط و شده قط

است. شده معرف روش تأیید برای خوبی نشانه این و

cdحالت لاتین

انتخاب ناحیه ای باید ارباب ناحیه حالت این در شده است. برگرفته [١] از حالت این مدل کردن روش
معرف (٢ . ١٩) فرمول و ٢ . ٧ب ل ش مانند را S∗

r مقدار دارد. را مویینگ فشار کمترین که شود
م کنیم.

S∗
r = J−۱(

۱

R
J(۱)) (٢ . ١٩)

کنیم: تعیین (٢ . ١٧) فرمول صورت به را Sslave م توانیم حال

Sslave =

۱ Smaster > S∗
r

J−۱(RJ(Smaster)) Smaster ≤ S∗
r

(٢ . ٢٠)

م کنید. مشاهده brooksمدل لاتین مویینگ فشار برای را Sslave منحن ٢ . ٨آ ل ش در
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١٧ ریاض مدل .٢ فصل

تک برای دوبعدی مش از استفاده (ب) ترک برای بعدی ی مش از استفاده (آ)

ترک‐دوبعدی و ترک‐ی بعدی حالت های برای شده استفاده مش مقایسه :٢ . ١٠ ل ش

گسسته ترک مدل ۶ . ٢
که است کاف صرفاً گسسته ترک روش به متخلخل محیط ی در موجود ترک های کردن مدل برای
روش این در لذا یریم. ب نظر در متخلخل محیط در خود خاص خواص با ناحیه ی را ترک هر
اینکه به توجه با ندارد. متخلخل محیط ماتریس نواح ر دی کردن مدل با تفاوت ترک ها کردن مدل
ه شب اول روش در دارد. وجود آن ها کردن مدل برای روش دو است، کم بسیار ترک ها ضخامت
دارد بالایی محاسبات هزینه روش این است. هم بعد ماتریس محاسبات ه شب با ترک داخل محاسبات
محاسبات ه شب دوم روش در کرد. خواهیم معرف که است ری دی روش صحت بررس آن کاربرد و

به باید شده استفاده عددی روش طبیعتاً دارد. ماتریس محاسبات ه شب به نسبت کمتری بعد ترک
دهد. انجام را کار این بتواند که شود داده تعمیم گونه ای

روش را هم بعد روش کرد، خواهیم بررس را دوبعدی هند سه های اینکه به توجه با رساله این در
از بعض در که است حال در این م نامیم. ترک‐ی بعدی را کمتر بعد روش و ترک‐دوبعدی
را ترک‐ی بعدی روش و تک تخلخل١٣[٧] یا ریز[١۵] مش روش را ترک‐دوبعدی روش مقالات
ترک ی شبیه سازی برای شده استفاده محاسبات مش ٢ . ١٠ ل ش در م نامند. گسسته ترک روش

م کنید. مشاهده روش ها از ی هر برای را

Porosity Single١٣



٣ فصل

عددی روش

داد. خواهیم شرح را معادلات حل برای شده استفاده عددی روش قسمت این در

معادلات سازی بعد بدون ٣ . ١
طول مرج مقادیر منظور همین به م سازیم، بی بعد را آن ها معادلات با کار شدن ساده تر برای ابتدا
پارامتر های م توانیم حال م کنیم. تعریف را u∗ سرعت و K∗ مطلق تراوایی ،T ∗ زمان ،P ∗ فشار ،L∗

کنیم: تعریف (٣ . ١) معادله صورت به را بعد بدون

x̃ =
x

L∗ ỹ =
y

L∗ h̃ =
h

L∗ φ̃α =
φα

P ∗ t̃ =
t

T ∗ K̃ =
K
K∗ ũ =

u

u∗
(٣ . ١)

داشت: خواهیم (٢ . ١١)–(٢ . ٨) ،(۶ . ٢) معادلات در بی بعد مقادیر ذاری جای با حال

∇̃ ·
[(
krw +

kro
M

)
K̃∇̃φ̃w +

kro
M

K̃∇̃φ̃c

]
= ۰ (٣ . ٢)

N ϕ̃
∂S

∂t̃
− ∇̃ ·

[
krwK̃∇̃φ̃w

]
= ۰ (٣ . ٣)

ũ = − ۱

P
·
[(
krw +

kro
M

)
K̃∇̃φ̃w +

kro
M

K̃∇̃φ̃c

]
(۴ . ٣)

ũw = − ۱

P
· krwK̃∇̃φ̃w (۵ . ٣)

φ̃c = P̃dJ(S) + Gh̃ (۶ . ٣)

م شوند: تعریف زیر صورت به G و P ،N ،M ،ϕ̃ بعد بدون پارامتر های

ϕ̃ = βϕ M =
µo

µw

N =
L∗µw

P ∗K∗ · L
∗

T ∗ P =
L∗µw

P ∗K∗ · u∗ G =
(ϱo − ϱw)gL

∗

P ∗ (٣ . ٧)

زبان به کرد، نخواهیم استفاده بعد بدون پارامتر های برای را مد بالاوند ر دی بعد به این جا از

١٨



١٩ عددی روش .٣ فصل

عددی شبیه سازی برای مناسب مش :٣ . ١ ل ش

تعریف برای و داد خواهند یل تش را ما کار اساس (۶ . ٣)–(٣ . ٢) معادلات .(.) .
= (̃.) : ریاض

(حالت مرزی شرایط و بی بعد طول با هندسه ،G و P ،N ،M ،ϕ̃ پارامتر های است کاف مسئله ی
شوند. داده ((١۴ . ٢) معادلات بعد بدون

نیاز مورد مش ٣ . ٢
شرط دو باید نیاز مورد مش است. هندسه زدن مش قدم اولین ،(۶ . ٣)–(٣ . ٢) معادلات حل برای

باشد: داشته را مهم

ترک ها روی و نواح مرز روی نود ها یعن نکنند، قط را ترک ها و محیط ها مرز المان ها اضلاع .١
گیرند١. قرار

چهارضلع و مثلث المان های و باشد شده یل تش خط و چهار ضلع  ، مثلث المان های از مش .٢
باشند. ترک نواح به مربوط خط المان های و ماتریس نواح به متعلق

خطوط مش این در م کنید. مشاهده را عددی شبیه سازی برای مناسب مش نمونه ی ٣ . ١ ل ش در
م دهند. نشان را ماتریس نواح مرز یا ترک المان کلفت خطوط و ماتریس المان های نازک

عددی روش در شده استفاده نوتاسیون معرف ٣ . ٣
در منظور همین به کرد. خواهیم بیان را عددی روش بیان برای نیاز مورد نوتاسیون قسمت این در
که همانطور شده اند. داده نمایش آن اطراف نود های و المان ها و vi یا i نام به نود ی ٣ . ٢ ل ش
داشته وجود نیز eC یا C المان مثل ترک المان های نود ی اطراف که دارد ان ام م کنید مشاهده
مهم نقطه تعدادی ٣ . ٢آ ل ش در ٣ . ٢ب، ل ش در نود ها و المان ها نام گذاری نمایش بر علاوه باشند.
نمایش GB مثل المان ها هندس مراکز و ij

۲ مثل آنهاست از عضوی vi نود که اضلاع وسط جمله از
شده اند. داده

Mesh Conforming١



٢٠ عددی روش .٣ فصل

مش اصل اجزای (ب) بردارها و کنترل حجم معرف برای کم نقاط (آ)

اطرافش اجزای و vi نام به نود ی از مثال :٣ . ٢ ل ش

م شوند. گفته هندس اضلاع المان ها، اضلاع به هستند. ٢ هندس اضلاع مش در مهم مفهوم اولین

هستند. کنترل احجام ر دی مهم مفهوم هستند. هندس اضلاع ik یا ij خطوط ٣ . ٢ ل ش در مثال برای
اضلاع وسط نقاط ساخت: خواهیم کنترل حجم ی نود هر با متناظر کرد خواهیم ذکر که روش با
کنترل حجم حاصله ضلع چند م کنیم. متصل متناظرش المان حجم مرکز به را نود هر اطراف هندس
ضلع چند ،i نود با متناظر کنترل حجم ٣ . ٢ ل ش در مثال برای بود. خواهد مذکور نود با متناظر

احجام اضلاع از ی هر به است. دوگانه٣ اضلاع بعدی مفهوم است. GBGCGD
io
۲GE

ij
۲GA

ik
۲

ضل هر با متناظر که کرد مشاهده م توان ٣ . ٢ ل ش در دقت با م گوییم. دوگانه ضل ی کنترل
ازای به یعن دارد. وجود دوگانه ضل آن هاست، عضو هندس ضل این که المان هایی تعداد به هندس
ضل با متناظر GE

ij
۲ دوگانه ضل مثال برای دارد. وجود دوگانه ضل ی المان هر و هندس ضل هر

م گذرد، GC از که (C ترک المان e(ضخامت طول به پاره خط یا و است E المان در ij هندس
م باشد. C ترک المان در im هندس ضل با متناظر دوگانه ضل

ناحیه چند مرز روی که نود هر در که م دانیم ٣ . ۵ . ٢ بخش از هستند. المثن ها۴ ر دی مهم مفهوم
م کنیم. معرف را المثن ها نام به مفهوم منظور همین به شود. ذخیره باید اشباع مقدار چند گیرد، قرار
اشیاء المثن ها داشت. خواهد وجود المثن آن، کننده احاطه نواح تعداد به مش در نود هر ازای به
ناحیه سه ٣ . ٢ ل ش در مثال برای داد. خواهیم نسبت آن ها به را اشباع مثل مقادیری که هستند فرض
این با متناظر المثن سه لذا کرده اند. احاطه را i نود ترک) ناحیه ی و ماتریس ناحیه (دو مختلف
دستورالعمل مطابق نامیده ایم. d۳ و d۲ ،d۱ را المثن سه این ل ش این در داشت. خواهد وجود نود

برده ها اشباع مقدار و بود خواهند برده  بقیه و ارباب المثن ها این از ی شد، بیان ٢ فصل در که
معادله بنابر φw آب پتانسیل مثل مقادیری اشباع، برخلاف بود. خواهد ارباب در اشباع مقدار به وابسته

داده م شوند. نسبت نود ها به لذا ندارند، بستگ نواح به (١۵ . ٢)
هستند: زیر شرح به ٣ . ٢ ل ش از مثال همراه به نیاز، مورد مفاهیم ر دی

i شماره نود vi
i شماره المان ei

i شماره نود با متناظر کنترل حجم Bi

Edge٢

Dual-edge٣

Duplicates۴



٢١ عددی روش .٣ فصل

چهار BA
i مثال برای دارد. قرار j المان در که i شماره نود با متناظر کنترل حجم از قسمت Bj

i

م باشد. vi ij۲GA
ik
۲ ضلع

سمت به i از آن جهت که k المان در ij هندس ضل با متناظر دو گانه ضل بر عمود ه ی بردار nk
ij

nB
im یا و م باشد vm سمت به vi از vivm خط راستای در ه ی برداری nC

im مثال برای است. j
م باشد. vm سمت به vi از GCGB خط بر عمود ه ی برداری

gBim یا و GC نقطه gCim مثال برای .k المان در ij هندس ضل با متناظر دو گانه ضل وسط نقطه gkij
م باشد. GCGB پاره خط وسط نقطه

.k المان در ij هندس ضل با متناظر دو گانه ضل طول lkij

مش. کل در موجود المان های تعداد NE
مش. کل در موجود نود های تعداد NV

.Ni = ۳ مثال برای .vi نود با متناظر المثن های تعداد Ni

ترتیب به چهارضلع و مثلث ترک، المان های برای مقدار این .ei المان عضو نود های تعداد N i

م باشد. ۴ و ٣ ،٢ برابر
i شماره المثن di

dCi = d۲ و dDi = dEi = d۳ ،dAi = dBi = d۱ مثال: برای .ek المان در vi نود با متناظر المثن dki
vi نود با متناظر ارباب المثن d∗i

. α(vi) = {vi, vj, vk, vl, vm, vn, vo} مثال: برای خودش. و vi نود اطراف نود های مجموعه α(vi)

. θ(vi) = {eA, eB, eC , eD, eE} مثال: برای .vi نود اطراف المان های مجموعه θ(vi)

θ(eC) = {vi, vm} یا و θ(eB) = {vm, vi, vk, vl} مثال: برای .ei المان عضو نود های مجموعه σ(ei)

مثال: برای دارند. مشترک هندس ضل vi نود با که ej المان عضو نود های مجموعه η(vi, ej)

η(vi, eC) = {vm} یا و η(vi, eB) = {vk, vm}
γ(vi) = {d۱, d۲, d۳} مثال: برای .vi نود با مرتبط المثن های مجموعه γ(vi)

ei المان با متناظر مطلق تراوایی Ki

ei المان با متناظر تخلخل ϕi

قرار χ جای به م تواند و نودهاست با متناظر که متغیری تنها .vi نود در شده ذخیره χ متغیر χ|vi
م باشد. φw یرد ب

گیرند. قرار χ جای به م توانند φc و kro ،krw ،S متغیرهای .di المثن در شده ذخیره χ متغیر χ|di
پیدا χ|di مقادیر درون یابی از و upwindروش لاتین کم به که gkij نقطه در χ متغیر مقدار χ|gkij

گیرند. قرار χ جای به م توانند kro و krw متغیرهای م شود.
متغیرهای م شود. پیدا χ|vi یا و χ|di مقادیر کم به که gkij نقطه در χ متغیر گرادیان مقدار ∇χ|gkij

گیرند. قرار χ جای به م توانند φc و φw

vi نود مختصات X⃗vi

م کنیم. بیان را ∇φc|gkij و ∇φw|gkij ،krw|gkij ،kro|gkij محاسبه نحوه بعدی بخش به رفتن از قبل
(٣ . ٨) معادله در روش این م نماییم. استفاده upwindروش لاتین از krw|gkij و kro|gkij محاسبه برای

است. شده بیان

krα|gkij =

krα|dki uα · nk
ij ≥ ۰

krα|dkj uα · nk
ij < ۰

α = w, o (٣ . ٨)



٢٢ عددی روش .٣ فصل

شوند. محاسبه (۵ . ٣) ،(۴ . ٣) معادلات از باید uα مقادیر معادله این در
نود هر برای المان هر در منظور این به م کنیم. استفاده ل۵ ش توابع از ∇φα|gkij محاسبه برای
است این ل ش تابع ویژگ .ek المان در vi نود ل ش تابع یعن ψk

i م کنیم: تعریف ل ش تابع ی
به شود. صفر برابر باید آن مقدار نود ها ر دی در ول شود ی برابر باید متناظرش نود در آن مقدار که

: ریاض زبان

ψk
i (X⃗vj)

۱ i = j

۰ i ̸= j
vi, vj ∈ σ(ek) (٣ . ٩)

باز سازی المان هر در (٣ . ١٠) معادله صورت به را φw متغیر توزیع م توانیم ل ش توابع تعریف با
کنیم:

φw(X⃗) =
∑

vj∈σ(ei)

ψi
j(X⃗)φw|vj X⃗ inside ei (٣ . ١٠)

∇φw|gkij مقدار X⃗ جای به gkij نقاط مختصات دادن قرار و (٣ . ١٠) معادله از مشتق گیری با لذا
م شود: محاسبه

∇φw|gkij =
∑

vl∈σ(ek)

∇ψk
l (X⃗gkij

)φw|vj vi, vj ∈ σ(ei) (٣ . ١١)

داریم: مویینگ پتانسیل گرادیان محاسبه برای مشابه طریقه به

∇φc|gkij =
∑

vl∈σ(ek)

∇ψk
l (X⃗gkij

)φc|dkj vi, vj ∈ σ(ei) (٣ . ١٢)

م شوند ذخیره نود ها در آب پتانسیل مقادیر که است این (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) معادلات تفاوت تنها
م شوند. ذخیره المثن ها در مویینگ پتانسیل مقادیر ول

IMPESروش لاتین ۴ . ٣
مجهولات و شوند حل باید معادلات چه زمان گام هر در که داد خواهیم توضیح قسمت این در

هستند. چه معادلات
در که همانطور اما م باشد، زمان گام هر در φ|vi و S|di مقادیر کردن پیدا پروژه این در هدف
S|d∗j تابع هم و نیستند ر دی ی از مستقل S|di di ∈ γ(vj) مقادیر دادیم، نشان ٣ . ۵ . ٢ بخش
را S|d∗i و φ|vi مقادیر ترتیب به که م کنیم، تعریف S⃗k و Φ⃗k بردار دو را خود مجهولات لذا هستند.

م باشد. NVبرابر لاتین نیز بردار دو هر طول م دهند. نشان kام زمان گام در

Functions Shape۵



٢٣ عددی روش .٣ فصل

دو کردن پیدا برای IMPESروش لاتین است. مشخص S⃗k مقدار k زمان گام در کنید فرض
م دهد: پیشنهاد را ذیل فرآیند S⃗k+۱ و Φ⃗k بردار

به دستگاه باید منظور این به کنید. محاسبه را Φ⃗k مقدار (٣ . ٢) معادله سازی گسسته با .١
نمایید: حل را زیر صورت

AGΦ⃗
k = B⃗G

AG = AG(S⃗
k,ΓφN ,ΓφD)

B⃗G = B⃗G(S⃗
k,ΓφN ,ΓφD)

(٣ . ١٣)

معادله در آب پتانسیل که شده است داده روش این به خاطر این به ضمن فشار نام واق در
این راست و چپ طرف م کنید، مشاهده که همانطور م شود. حل ضمن صورت به (٣ . ١٣)
کاملا معادله لذا هستند، آب پتانسیل مرزی شرایط و k زمان بازه در اشباع از تابع صرفاً معادله

بود. خواهد خط
معادله ای باید منظور این به کنید. محاسبه را S⃗k+۱ مقدار (٣ . ٣) معادله سازی گسسته با سپس .٢

نمایید: حل را زیر صورت به

۱

△t
C⃗G · △S⃗k = F⃗G

S⃗k+۱ = S⃗k +△S⃗k

C⃗G = C⃗G(S⃗k, Φ⃗k)

F⃗G = F⃗G(S⃗
k, Φ⃗k,ΓSN ,ΓSD)

(١۴ . ٣)

معادله برخلاف و است شده حل صریح کاملا صورت به k+۱ زمان گام در اشباع معادله این در
اما م شود، معادله شدن خط باعث که است عمل همین نیست. دستگاه ی ر دی (٣ . ١٣)

شود. انتخاب کوچ زمان گام باید پاس ها شدن را هم برای

زمان گام هر در AG ماتریس و F⃗G ،C⃗G ،B⃗G بردار های که داد خواهیم نشان بعدی قسمت در
شد. خواهند محاسبه ونه چ

محدود حجم معادله ۵ . ٣
معرف AG ماتریس و F⃗G ،C⃗G ،B⃗G بردار های محاسبه برای را محدود حجم روش قسمت این در

برای [٢٧] در بار اولین و دارد نام ۶CVFEMشده لاتین استفاده محدود حجم روش کرد. خواهیم
معادلات حل برای روش این تعمیم نحوه رفته است. کار به advection-diffusionمعادله لاتین حل

شده است. گرفته [١١] از متخلخل محیط در دوفازی جریان

Element Finite Volume Control۶
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پتانسیل معادله ١ . ۵ . ٣

معادله از ابتدا منظور این به کرد. خواهیم بیان (٣ . ٢) معادله از را (٣ . ١٣) معادله ایجاد نحوه ابتدا
حجم انتگرال های انتقال برای دیورژانس قضیه از و م گیریم انتگرل Bi کنترل حجم هر در (٣ . ٢)

م کنیم: استفاده مرز به

∫
∂Bi

[(
krw +

kro
M

)
K∇φw +

(
kro
M

)
K∇φc

]
· n⃗dΓ = ۰ i = ۱, . . . ,NV (١۵ . ٣)

سمت به vi نود از عبوری شار کل عددی تقریب ابتدا (١۵ . ٣) معادله عددی تقریب بیان برای
م کنیم: تعریف زیر صورت به را ek المان در vj نود

(١۶ . ٣)
−TFluxk

ij =

(
krw +

kro
M

)∣∣∣∣
gkij

Kk∇φw|gkij · (ln)
k
ij +

(
kro
M

)∣∣∣∣
gkij

Kk∇φc|gkij · (ln)
k
ij

= −Pu · (ln⃗)kij ek ∈ θ(vi) and vj ∈ η(vi, ek)

مرزی) شروط (اعمال مجازی المان های برای دوم حالت از و داخل المان های برای اول حالت از
آمد: خواهد در زیر صورت به (١۵ . ٣) معادله عددی تقریب حال کرد. خواهیم استفاده

∑
ek∈θ(vi)

∑
vj∈η(vi,ek)

−TFluxk
ij = ۰ i = ۱, . . . ,NV (٣ . ١٧)

کنترل حجم هر به خروج و ورودی شار کل جبری جم که است معن این به (٣ . ١٧) معادله
در (٣ . ١٣) معادلات دستگاه ل ش به را (٣ . ١٧) معادلات بتوان اینکه برای حال باشد. صفر برابر
تابع المان هر در TFluxk

ij که م کنیم فرض نمود، استخراج آن از را B⃗G بردار و AG ماتریس و آورد
: یعن باشد، المان عضو نود های در آب پتانسیل مقدار از ∑خط

vk∈η(vj ,ei)

−TFluxi
jk =

∑
vk∈σ(ei)

aijkφw|vk + bij i = ۱, . . . ,NE and vj ∈ σ(ei) (٣ . ١٨)

بردار و AG ماتریس آن ها کم به ونه چ b و a مقادیر وچود صورت در که م دهیم نشان حال
اگر کرد. خواهیم ذکر ۶ . ٣ بخش در را کنیم پیدا ونه چ را b و a مقادیر اینکه خود بسازیم. را B⃗G

داشت: خواهیم کنیم، ذاری جای (٣ . ١٧) معادله در را (٣ . ١٨) معادله

∑
ek∈θ(vi)

∑
vj∈η(vi,ek)

−TFluxk
ij = ۰

=⇒
∑

ek∈θ(vi)

 ∑
vj∈σ(ek)

(
akijφw|vj

)
+ bki

 = ۰ i = ۱, . . . ,NV
(٣ . ١٩)
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م رسیم: زیر معادله به Σها ترتیب کردن عوض با حال

∑
vj∈α(vi)

 ∑
ek∈θ(vi)∩θ(vj)

akij

φw|vj = −
∑

ek∈θ(vi)

bki i = ۱, . . . ,NV (٣ . ٢٠)

که: درم یابیم (٣ . ١٣) و (٣ . ٢٠) معادلات مقایسه از

AGij =

۰ vi ̸∈ α(vj)∑
ek∈θ(vi)∩θ(vj) a

k
ij vi ∈ α(vj)

(٣ . ٢١)

B⃗Gi = −
∑

ek∈θ(vi)

bki (٣ . ٢٢)

از م توان را B⃗G و AG جهان بردار و ماتریس  که هستند معنا این به (٣ . ٢٢) و (٣ . ٢١) معادلات
ماتریس ها این کرد. محاسبه المان هر برای B⃗k محلّ بردارهای و Ak محلّ ماتریس  های کردن اسمبل
ماتریس های در البته شده اند. تعریف (٢۴ . ٣) و (٣ . ٢٣) معادلات صورت به k شماره المان برای

م کنیم. استفاده محلّ شماره گذاری از سادگ برای محلّ

Ak
=
[
akij
]

i, j = ۱, . . . , Nk, k = ۱, . . . ,NE (٣ . ٢٣)
B⃗k =

[
‐bki
]

i = ۱, . . . , Nk, k = ۱, . . . ,NE (٢۴ . ٣)

اشباع معادله ٢ . ۵ . ٣

از قبل حالت مشابه کرد. خواهیم بیان (٣ . ٣) معادله از را (١۴ . ٣) معادله ایجاد نحوه قسمت این در
انتگرال های انتقال برای دیورژانس قضیه از و م گیریم انتگرل Bi کنترل حجم هر در (٣ . ٣) معادله

م کنیم: استفاده مرز به حجم

N
∫
Bi

ϕ
∂S

∂t
dΩ =

∫
∂Bi

krwK∇φw · n⃗dΓ i = ۱, . . . ,NV (٢۵ . ٣)

نود از عبوری آب شار عددی تقریب ،(٢۵ . ٣) معادله راست طرف عددی تقریب محاسبه برای
م کنیم: تعریف زیر صورت به را ek المان در vj نود سمت به vi

−SFluxk
ij = krw|gkij Kk∇φw|gkij
= −Puw · (ln⃗)kij ek ∈ θ(vi) and vj ∈ η(vi, ek)

(٢۶ . ٣)

مجازی المان های برای دوم حالت از و داخل المان های برای اول حالت از پتانسیل، معادله مثل
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م نماییم: تعریف bki اعداد مشابه را fk
i اعداد حال کرد. خواهیم استفاده مرزی) شروط (اعمال

∑
vk∈η(vj ,ei)

−SFluxi
jk = f i

j i = ۱, . . . ,NE and vj ∈ σ(ei) (٣ . ٢٧)

م آید: در زیر صورت به (٢۵ . ٣) معادله راست طرف عددی تقریب ∫حال
∂Bi

krwK∇φw · n⃗dΓ ≈
∑

ek∈θ(vi)

∑
vj∈η(vi,ek)

−SFluxk
ij =

∑
ek∈θ(vi)

fk
i (٣ . ٢٨)

محل بردار های کردن اسمبل از م توان را F⃗G جهان بردار که معناست این به (٣ . ٢٨) معادله
تعریف (٣ . ٢٩) معادله صورت به k شماره المان برای بردار این کرد. محاسبه المان هر برای F⃗k

شده است.

F⃗k =
[
fk
i

]
i = ۱, . . . , Nk, k = ۱, . . . ,NE (٣ . ٢٩)

معادله چپ طرف عددی تقریب اکنون کرد. خواهیم بیان ۶ . ٣ بخش در را f مقادیر محاسبه نحوه
اشباع مشتق تقریب برای Euler forwardروش لاتین از منظور این به کرد. خواهیم بیان را (٢۵ . ٣)

م کنیم: استفاده زمان در

∫
Bi

ϕ
∂S

∂t
dΩ ≈

∑
ej∈θ(vi)

ϕjVolume(Bj
i )
△S|dji
△t

(٣ . ٣٠)

هستند، ارباب اشباع مقادیر از تابع برده اشباع مقادیر دادیم، نشان ٣ . ۵ . ٢ بخش در که همانطور
بنویسیم: م توانیم △t بودن کوچ فرض با لذا

△S|dji ≈
dS|dji
dS|d∗i

△S|d∗i ej ∈ θ(vi) (٣ . ٣١)

معادله ذاری جای با م آید. دست به ٣ . ۵ . ٢ بخش در شده معرف معادلات از
dS|

d
j
i

dS|d∗
i

مقدار
داشت: خواهیم (٣ . ٣٠) در (٣ . ٣١)

∑
ej∈θ(vi)

ϕjVolume(Bj
i )
△S|dji
△t

≈
∑

ej∈θ(vi)

ϕjVolume(Bj
i )
dS|dji
dS|d∗i

△S|d∗i
△t

(٣ . ٣٢)

دست به (٣ . ٣٣) معادله مطابق نیز C⃗G بردار آرایه های (١۴ . ٣) و (٣ . ٣٢) معادله مقایسه از
م آیند.

C⃗Gi =
∑

ej∈θ(vi)

ϕjVolume(Bj
i )
dS|dji
dS|d∗i

i = ۱, . . . ,NV (٣ . ٣٣)
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محاسبه نحوه بعدی قسمت در م باشد. f و b ،a مقادیر محاسبه روش معرف باق مانده قسمت تنها
کرد. خواهیم بیان را مقادیر این

محلّ ماتریس های محاسبه ۶ . ٣
( چهارضلع و (مثلث ماتریس ترک، المان های برای را محل ماتریس های محاسبه نحوۀ قسمت این در
ر دی کرد خواهیم صحبت المان مورد در فقط چون بعد به این از داد. خواهیم شرح، مرزی شرایط و
از نود جهان شماره جای به نیز نود شماره پسوند های در علاوه به نم نویسیم. را المان شماره بالاوند
برابر k المان در i محلّ نود جهان شماره اگر م کنیم. استفاده بحث مورد المان در نود محلّ شماره

م باشد: زیر صورت به شده بیان گزاره های ریاض معادل باشد، Gk
i

(.)ij := (.)kGk
i G

k
j
, (.)i := (.)kGi

, (.) := (.)k, (.)i := (.)|vGi
or (.)|dkGi

م نماییم. تعریف krw + kro
M و kro

M ،krw برابر ترتیب به را λ و λo ،λw مقادیر علاوه به

ترک المان ١ . ۶ . ٣

زیر تعاریف ابتدا C⃗ و B⃗ ،A مقادیر محاسبه برای م کنید. مشاهده را ترک المان ی ٣ . ٣ ل ش در
م دهیم: ارائه را

1 2

e
g

n

محلّ نام گذاری های و ترک المان :٣ . ٣ ل ش

l۱۲ = l۲۱ = e داریم: دوگانه اضلاع طول تعریف از علاوه به ترک. ضخامت e

n⃗ = n⃗۱۲ = −n⃗۲۱ داریم: قبل تعاریف از علاوه به .٢ نود به ١ نود از ّه ی بردار n⃗√
(x۱ − x۲)

۲ + (y۱ − y۲)
۲ با است برابر که ترک المان طول l

g۱۲ = g۲۱ = g داریم: قبل تعاریف از علاوه به ترک. المان وسط نقطه g

م نماییم: تعریف (٣۴ . ٣) معادله صورت به را ل ش توابع حال

ψ۱(x, y) =
x− x۲

x۱ − x۲
=

y − y۲

y۱ − y۲
, ψ۲(x, y) =

x− x۱

x۲ − x۱
=

y − y۱

y۲ − y۱
(٣۴ . ٣)

پتانسیل ها گرادیان مقدار که م شود نتیجه (٣۴ . ٣) و (٣ . ١٢) ،(٣ . ١١) معادلات ترکیب از
با: بود خواهد برابر

∇φα|g =
φα|۲ − φα|۱

l
n⃗ α = w, c (٣۵ . ٣)
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روش از و کرده تعیین را فاز هر سرعت جهت پتانسیل ها گرادیان مقادیر کم به م توانیم اکنون
ترکیب را (٣۵ . ٣) و (٣ . ٨) ،(۵ . ٣) ،(۴ . ٣) معادلات اگر بیابیم. را λα|g مقادیر upwindلاتین 

داشت: خواهیم کنیم،

λw|g =

λw|۱ φw|۱ > φw|۲
λw|۲ otherwise

λo|g =

λo|۱ φw|۱ + φc|۱ > φw|۲ + φc|۲
λo|۲ otherwise

(٣۶ . ٣)

داریم: ،(٣ . ١٨) معادله از م نماییم. محاسبه را b۱ و a۱۲ ،a۱۱ مقادیر اکنون

−TFlux۱۲ = a۱۱φw|۱ + a۱۱φw|۲ + b۱ (٣ . ٣٧)

داریم: (٣۵ . ٣) و (١۶ . ٣) معادلات ترکیب از طرف از

−TFlux۱۲ = λ|gK
φw|۲ − φw|۱

l
n⃗ · (en⃗) + λo|gK

φc|۲ − φc|۱
l

n⃗ · (en⃗)

= −λ|g
Ke

l
φw|۱ + λ|g

Ke

l
φw|۱ + λo|g

Ke

l
(φc|۱ − φc|۲)

(٣ . ٣٨)

که: است واض (٣ . ٣٨) و (٣ . ٣٧) مقایسه از

a۱۱ = −λ|g
Ke

l
, a۱۲ = λ|g

Ke

l
, b۱ = λo|g

Ke

l
(φc|۱ − φc|۲) (٣ . ٣٩)

زیر محلّ ماتریس های به و نمود محاسبه را f مقادیر و b ،a مقادیر ر دی م توان مشابه طریقه به
رسید:

A =

[
−λ|g Ke

l
λ|g Ke

l

λ|g Ke
l

−λ|g Ke
l

]
B⃗ =

[
λo|g Ke

l
(φc|۱ − φc|۲)

λo|g Ke
l
(φc|۲ − φc|۱)

]

F⃗ =

[
λw|g Ke

l
(φw|۲ − φw|۱)

λw|g Ke
l
(φw|۱ − φw|۲)

] (۴٣ . ٠)

داریم: سادگ به ترک المان در م کنیم. بیان را Volume(Bi) مقادیر محاسبه نحوه آخر در

Volume(B۱) = Volume(B۲) =
el

۲
(۴٣ . ١)

ماتریس المان ٢ . ۶ . ٣

چند (هر کرد خواهیم بیان را دو بعدی المان های برای محلّ ماتریس های محاسبه نحوه قسمت این در
م توانند کنیم، استفاده ترک‐دوبعدی روش از اگر هستند ماتریس ناحیه به متعلق المان ها این معمولا
و مثلث ل ش دو هر برای و بوده کلّ کرد خواهیم بیان که روش باشند). نیز ترک ناحیه به متعلق
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تعریف برای همه از اول شده است. برگرفته [٢٨] از روش این بود. خواهد پیاده سازی قابل چهارضلع
از xy فضای و فضا این بین ارتباط برقراری برای م کنیم. استفاده ξη مرج فضای از ل ش توابع

: ریاض زبان به م کنیم. استفاده isoparametricتبدیل لاتین ی

x =
N∑
i=۱

xiψi(ξ, η), y =
N∑
i=۱

yiψi(ξ, η) (۴٣ . ٢)

است. بحث مورد المان عضو نود های تعداد N کردیم، اشاره ۶ . ٣ بخش ابتدای در که همان طور
ی ξ⃗ از منظور علاوه به م دهیم. نشان نیز ξ۱ξ۲ و x۱x۲ با را ξη و xy نیاز مورد موارد در ادامه در

و xy فضای در حجم ی نیز Ωx م باشد. xy فضای در متناظر بردار x⃗ از منظور ξη فضای در بردار
بود. خواهد ξη فضای در آن متناظر حجم Ωξ

xi

eta

x

y

3

2

1 2

3

g1,n1

g2,n2

g3,n3
1

2

3

1

xi

eta

x

y

3

1

2

4

1 2

34

V4 V3

V2V1

g1,n1

g2,n2

g3,n3

g4,n4

1

2

3

4

ξη فضای در مرج المان های و چهارضلع و مثلث المان های :۴ . ٣ ل ش

متناظرشان مرج المان های و xy فضای در چهارضلع المان ی و مثلث المان ی ۴ . ٣ ل ش در
و قائم الزاویه مثلث ی مرج مثلث م کنید، مشاهده که همانطور شده اند. داده نشان ξη فضای در
این مهم نکته است. آمده ٣ . ١ جدول در آن ها رئوس مختصات م باشند. مربع ی مرج چهارضلع
ارائه را نیاز مورد جدید تعاریف اکنون باشد. پادساعتگرد باید فضا دو هر در نود ها نام گذاری که است

م دهیم.
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ξη فضای در ∆⃗i بردار های و Vi نقاط ، اصل نود های مختصات :٣ . ١ جدول

i⃗∆‐مثلث i⃗∆‐چهارضلع Vi‐چهارضلع نودها‐مثلث نود ها‐چهارضلع ردیف
۱/۳,

−۱ /۶
۱/۲, ۰ ۱/۴,

۱ /۴ ۰, ۰ ۰, ۰ ١
−۱/۶,

۱ /۳ ۰,۱ /۲
۳/۴,

۱ /۴ ۱, ۰ ۱, ۰ ٢
−۱/۶,

−۱ /۶
−۱/۲, ۰ ۳/۴,

۳ /۴ ۰,۱ ۱,۱ ٣
– ۰,−۱ /۲

۱/۴,
۳ /۴ – ۰,۱ ۴

حجم انتگرال گیری نقاط

م نامیم. Vi یا حجم انتگرال گیری نقطه را ξη فضای در Bi کنترل حجم زیر هندس مرکز نقطه
المان های در ول م شوند استفاده Bi حجم محاسبه برای چهارضلع المان های در نقطه این مختصات

است. آمده  جدول٣ . ١ در مربع مرج المان برای نقاط این مختصات نیست. آن ها به نیازی مثلث

ل ش توابع ماتریس

المان ها برای ماتریس این م کنیم. تعریف [ψ۱ . . . ψN ] صورت به را Ψ۱×N ل ش توابع ماتریس
بود. خواهد (۴٣ . ٣) معادله صورت به

quad : Ψ =
[
۱ − ξ − η ξ η

]
triangle : Ψ =

[
(۱ − ξ)(۱ − η) ξ(۱ − η) ξη (۱ − ξ)η

] (۴٣ . ٣)

ل ش توابع مشتق ماتریس

م شود: تعریف معادله صورت به ∂Ψ

∂ξ⃗
یا ل ش توابع مشتق ماتریس

∂Ψ

∂ξ⃗
=

[
∂ψi

∂ξj

]
N×۲

i = ۱, . . . , N j = ۱,۲ (۴۴ . ٣)

برای ل ش توابع مشتق ماتریس کنیم، ذاری جای (۴۴ . ٣) معادله در را (۴٣ . ٣) معادله اگر
م آید: دست به چهار ضلع و مثلث المان های

∂Ψ

∂ξ⃗

)
triangle

=

−۱ −۱

۱ ۰

۰ ۱

 ∂Ψ

∂ξ⃗

)
quad

=


−(۱ − η) −(۱ − ξ)

۱ − η −ξ
η ξ

−η ۱ − ξ

 (۴۵ . ٣)
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مختصات ماتریس

نمایش X با و م نامیم مختصات ماتریس را آن و داده قرار ماتریس ی داخل را نقاط همه مختصات
: ریاض زبان به م دهیم.

X =

[
x۱ . . . xN

y۱ . . . yN

]
(۴۶ . ٣)

یاکوبی ماتریس

م شود: تعریف زیر صورت به یاکوبی ماتریس

J =

[
∂xi
∂ξj

]
۲×۲

i, j = ۱,۲ (۴٣ . ٧)

کرد: خواهیم استفاده آن ها از که دارد مهم بسیار خاصیت سه ماتریس این

dΩx = det(J)dΩξ (۴٣ . ٨)
dx⃗ = Jdξ⃗ (۴٣ . ٩)
(∇xφα)

T = (∇ξφα)
T J−۱ (۵٣ . ٠)

ماتریس که داد نشان م توان زنجیره ای قاعده از استفاده و (۴٣ . ٣) ،(۴٣ . ٢) معادلات ترکیب با
کرد: محاسبه زیر معادله از م توان را یاکوبی

J = X∂Ψ

∂ξ⃗
(۵٣ . ١)

دوگانه اضلاع به مربوط پارامتر های

المان داخل دوگانه اضلاع طول و وسط نقطه نرمال، ّه ی بردار متناظر ترتیب به li و gi ، n⃗i مقادیر
برای شده است. داده نشان ۴ . ٣ ل ش در n⃗i بردار های جهت و دوگانه اضلاع نام گذاری نحوه هستند.
n⃗۳ = n⃗۳۲ و n⃗۲ = n⃗۲۱ ، n⃗۱ = n⃗۱۳ صورت به n⃗ij و n⃗i بردارهای رابطه مثلث المان برای مثال

م باشد.

∆⃗ بردارهای

آن وسط نقطه که است دوگانه ای ضل با هم راستا که م کنیم تعریف برداری را ∆⃗ بردار  ξη فضای در
مختصات ٣ . ١ جدول در و جهت و راستا ۴ . ٣ ل ش در باشد. المان داخل سمت به آن جهت و باشد gi
ثابت م توان (۴٣ . ٩) رابطه از شده اند. داده  نشان مربع و مثلث مرج المان های برای بردار ها این
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کرد:

lin⃗i = RJ∆⃗i, R =

[
۰ −۱

۱ ۰

]
(۵٣ . ٢)

است. ساعت عقربه های خلاف راستای در درجه ٩٠ دوران ماتریس R رابطه این در

محلّ مقادیر بردار

: ریاض زبان به م نامیم. المان مقادیر بردار را آن و داده قرار بردار ی در را φα محلّ مقادیر

φ⃗α =
[
φα|۱ . . . φα|N

]T
α = w, o (۵٣ . ٣)

شار ماتریس 

یعن Hi) کند صدق زیر رابطه در که م کنیم تعریف ماتریس را HN×N شار ماتریس المان هر برای
:(H iام سطر

Hiφ⃗α = K∇φα|gi · lin⃗i i = ۱, . . . , N (۵۴ . ٣)

رابطه از م توان را Hi ماتریس که کرد ثابت م توان (۵٣ . ٠) و (۵٣ . ٢) روابط از استفاده با
کرد: محاسبه زیر

Hi =

(
∂Ψ

∂ξ⃗

∣∣∣∣
gi

J−۱|giKT RJ|gi∆⃗i

)T

i = ۱, . . . , N (۵۵ . ٣)

نحوه ابتدا کنیم. شروع را محلّ ماتریس های محاسبه م توانیم دادیم ارائه که تعاریف کم با
نشان م توان (۵۴ . ٣) و (٣ . ٨) روابط از استفاده با م دهیم. نشان را upwindمقادیر لاتین محاسبه

نمود: محاسبه زیر روابط از م توان را λ|gi مقادیر که داد
(۵۶ . ٣)

λw|gi =


λw|i −Hiφ⃗w > ۰

λw|i−۱ −Hiφ⃗w < ۰&i ≥ ۲

λw|N −Hiφ⃗w < ۰&i = ۱

λo|gi =


λo|i −Hi(φ⃗o + φ⃗w) > ۰

λo|i−۱ −Hi(φ⃗o + φ⃗w) < ۰&i ≥ ۲

λo|N −Hi(φ⃗o + φ⃗w) < ۰&i = ۱

رابطه از منظور این به م دهیم. نشان ١ شماره نود برای را b و a مقادیر محاسبه نحوه اکنون
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داریم: (٣ . ١٨)

∑
j=۲,۴

−TFlux۱j =
[
a۱۱ . . . a۱N

]
φw|۱

...
φw|N

+ b۱ (۵٣ . ٧)

: داریم (١۶ . ٣) معادلات ترکیب از طرف از

∑
j=۲,۴

−TFlux۱j =+ λ|g۱K∇φw|g۱ · (ln⃗)۱ +λo|g۱K∇φc|g۱ · (ln⃗)۱

− λ|g۲K∇φw|g۲ · (ln⃗)۲ −λo|g۲K∇φc|g۲ · (ln⃗)۲
(۵٣ . ٨)

داریم: (۵۴ . ٣) و (۵٣ . ٨) ترکیب با حال

∑
j=۲,۴

−TFlux۱j = (λ|g۱H۱ − λ|g۲H۲)


φw|۱

...
φw|N

+ (λo|g۱H۱ − λo|g۲H۲)


φc|۱

...
φc|N

 (۵٣ . ٩)

م آید: دست به ١ شماره نود برای را b و a مقادیر (۵٣ . ٩) و (۵٣ . ٧) معادله دو مقایسه از

[
a۱۱ . . . a۱N

]
= (λ|g۱H۱ − λ|g۲H۲) , b۱ = (λo|g۱H۱ − λo|g۲H۲)


φc|۱

...
φc|N

 (۶٣ . ٠)

را F⃗ و B⃗ بردار های و A ماتریس  و کرد محاسبه را f و b ،a مقادیر ر دی م توان مشابه طریقه به
آورد: دست به زیر صورت به

A =


λ|g۱H۱ − λ|g۲H۲

...
λ|gN−۱

HN−۱ − λ|gN HN

λ|gN HN − λ|g۱H۱

 B⃗ =


− (λo|g۱H۱ − λo|g۲H۲) φ⃗c

...
−
(
λo|gN−۱

HN−۱ − λo|gN HN

)
φ⃗c

− (λo|gN HN − λo|g۱H۱) φ⃗c



F⃗ =


(λw|g۱H۱ − λw|g۲H۲) φ⃗w

...(
λw|gN−۱

HN−۱ − λw|gN HN

)
φ⃗w

(λw|gN HN − λw|g۱H۱) φ⃗w


(۶٣ . ١)

میان مقدار تقریب (۴٣ . ٨) رابطه از استفاده با م کنیم. ذکر را Biها حجم محاسبه نحوه آخر در
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1

2

i

j

kBi

n

کنترل حجم و نودها نام گذاری (ب)

imaginary element

u

u

u

u

equivalent �ux

ی از کنترل حجم به ورودی شار م شود فرض (آ)
م شود آن وارد فرض المان

هندسه مرز روی نود ی :۵ . ٣ ل ش

بنویسیم: م توانیم انتگرال ها محاسبه برای

Volume(Bi) =

∫
Bi

dΩx =

∫
Bi

det(J)dΩξ ≈

۱
۴det(J)|Vi

quad
۱
۶det(J) triangle

(۶٣ . ٢)

این دترمینان چهارضلع المان های در اما نیست، ان م از تابع یاکوبی ماتریس مثلث ها در
شود. محاسبه حجم انتگرال گیری نقاط در باید ماتریس

مرزی شرایط المان ٣ . ۶ . ٣

نود این نام م دهد. نمایش را متناظرش کنترل حجم و دارد قرار مرز روی که نود ی ٣ . ۵ب ل ش
ناحیه به ij ضل از نیم علاوه به م باشد. k و j دارند قرار مرز روی که مجاورش نود های نام و i
اضلاع از که شاری که است این ما هدف دارد. تعلق Γ۲ مرزی ناحیه به ik ضل از نیم و Γ۱ مرزی
در تغییرات چه شار ها این وجود که کنیم تعیین و کنیم محاسبه را م شوند کنترل حجم وارد ik و ij
سیال مقدار چه زمان گام هر در که م دهند نشان شار ها این علاوه به م کنند. ایجاد F⃗G و B⃗G ،AG

یرید: ب نظر در را زیر حالات است. شده خارج مخزن از یا وارد مخزن به

از شاری هیچ حالت این در باشد. حاکم نفوذناپذیر مرزی شرط Γ۲ و Γ۱ مرزی ناحیه دو هر در .١
به خروج و ورودی سیال یا و F⃗G و B⃗G ،AG در تأثیری نود این لذا نم کند. عبور ik و ij

داشت. نخواهد مخزن
به قادر ما عددی روش باشد. حاکم متفاوت و نفوذپذیر مرزی شرط دو Γ۲ و Γ۱ نواح در .٢

کوچ ناحیه ی است بهتر حالت چنین بروز صورت در لذا نیست. حالت چنین کردن مدل
کنیم. ایجاد Γ۲ و Γ۱ ناحیه دو بین نفوذناپذیر

این شده عنوان حالات بین از باشد. Γ۱ همان یا باشد نفوذناپذیر یا Γ۲ و باشد نفوذپذیر Γ۱ .٣
بپردازیم. حالت این به است لازم فقط ادامه در و دارد ویژه ای تدابیر اعمال به نیاز که است حالت
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معادله صورت به را (ln)i همان یا i نود مرزی بردار سوم، حالت در شده عنوان فرضیات به توجه با
م کنیم. تعریف (۶٣ . ٣)

(ln⃗)i =

۱
۲ (length(ij)n⃗ij + length(ik)n⃗ik) Γ۱ = Γ۲

۱
۲ length(ij)n⃗ij Γ۲ = impermeable

(۶٣ . ٣)

علاوه به هستند. مرز خارج سمت به متناظر ضل بر عمود ّه ی بردارهای n⃗ بردار های معادله این در
با ترتیب به را ∂Bi

∩
Γ۱ از عبوری کل و آب شار میزان م کنیم. تعریف ∂Bi

∩
Γ۱ طول برابر را li

وارد مجازی المان ی از شار این کنیم فرض م توانیم ٣ . ۵آ ل ش مطابق م دهیم. نشان uΓi و uwΓi

داریم: (٣ . ٢٧) و (٣ . ١٨) معادلات به توجه با بنامیم، ebnd را المان این م شود.اگر Bi

uwΓi
=

∑
vj∈η(vi,ebnd)

− ۱

P
SFluxbnd

ij =
۱

P
f bnd
i

uΓi
=

∑
vj∈η(vi,ebnd)

− ۱

P
TFluxbnd

ij =
۱

P
bbndi

(۶۴ . ٣)

معادلات کم به حال هستند. صفر برابر aij مقادیر ebnd فرض المان برای که کنید دقت
کنیم. اعمال ebnd المان  محلّ بردار های کردن اسمبل با را مرزی شروط م توانیم (٣ . ٣٣) و (٢۴ . ٣)

کرد. خواهیم بیان جداگانه صورت به مرزی شرط نوع هر برای را کار این انجام نحوه

پتانسیل برای نیومن مرزی شرط

ابتدا ( (١۴ . ٢) معادله به شود (رجوع است شده داده مرز روی سرعت مقدار چون حالت این در
کنیم: محاسبه را uΓi مقدار م توانیم

uΓi
= −uN li (۶۵ . ٣)

اما م دهد نشان را مرز خارج سمت به سرعت مؤلفه uN که است خاطر این به منف علامت وجود
نود عضوش تنها که فرض المان محلّ بردار (۶۴ . ٣) معادله از لذا م دهد. نشان را ورودی شار uΓi

با: است برابر است، vi

B⃗ =
[
−PuΓi

]
(۶۶ . ٣)

پتانسیل برای دیریشله مرزی شرط

با AG ماتریس iاُم سطر کردن برابر و φD برابر B⃗Gi دادن قرار با را φw|vi = φD مقدار حالت این در
،(٣ . ١٣) دستگاه حل از بعد uΓi محاسبه برای م کنیم. اعمال (٣ . ١٣) دستگاه به ، همان ماتریس
از قبل AG و B⃗G iاُم سطر و درایه برابر ترتیب به AGi و BGi و Φ⃗ برابر دستگاه جواب که کنید فرض
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بنویسیم: م توانیم گاه آن باشند. مرزی شرط اعمال

uΓi
=

۱

P

(
BGi − AGiΦ⃗

)
(۶٣ . ٧)

اشباع برای نیومن مرزی شرط

حال است. شده محاسبه (۶۵ . ٣) یا (۶۵ . ٣) معادلات از ی توسط قبل از uΓi مقدار حالت این در
نوشت: م توان (١۴ . ٢) و (۵ . ٣) ،(۴ . ٣) ترکیب از uwΓi محاسبه برای

uwΓi
=

(
uΓi

− ۱

P
λo|d∗i GK∇h · (ln⃗)i

)
×
λw|d∗i
λ|d∗i

(۶٣ . ٨)

المان محلّ بردار سپس آن هاست. عضو vi که است المان هایی مطلق تراوایی K معادله این در
با: بود خواهد برابر فرض

F⃗ =
[
PuwΓi

]
(۶٣ . ٩)

اشباع برای دیریشله مرزی شرط

: یعن م کنیم. اعمال F⃗G iاُم درایه کردن صفر با (١۴ . ٣) دستگاه به را △Si = ۰ مقدار حالت این در

FGi = ۰ (٣ . ٧٠)

م نویسیم: باشد کردن صفر از قبل F⃗G iاُم درایه FGi اگر uwΓi محاسبه برای سپس

uwΓi
=

۱

P
FGi (٣ . ٧١)

مخزن از خروج و به ورودی سیال میزان محاسبه

کل ، خروج آب میزان ورودی، آب میزان برابر ترتیب به Qk
out و Qk

in ،Qk
w,out ،Qk

w,in کنید فرض
نوشت: م توان باشند. مخزن به k زمان گام تا آغاز از خروج سیال کل و ورودی سیال

Qk+۱
w,in = Qk

w,in +△t
∑

max(uwΓ, ۰)

Qk+۱
w,out = Qk

w,out −△t
∑

min(uwΓ, ۰)

Qk+۱
in = Qk

in +△t
∑

max(uΓ, ۰)

Qk+۱
out = Qk

out −△t
∑

min(uΓ, ۰)

(٣ . ٧٢)

شود. اعمال دارند قرار مرز روی که نود هایی تمام روی بر باید جم اپراتور معادله این در
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زمان گام انتخاب ٣ . ٧
بزرگ حد از بیش زمان گام که صورت در و است زمان گام به حساس بسیار IMPESروش لاتین
.[١١] م کنیم استفاده زمان گام محاسبه برای ١ وریتم ال از لذا شد. خواهند واگرا پاس ها شود،
گرفته نظر در β و △Smin ،△Smax مقادیر برای ۱٫۲ و ۰٫۰۰۵ ،۰٫۰۱ مقادیر معمولا پروژه این این در

شده اند.

△t زمان گام انتخاب ١ وریتم ال

.△tmin و △tmax ،β ،△Smin ،△Smax ،△t برای اولیه حدس ،F⃗ ،C⃗ ورودی:
△t و △S⃗ : خروج

کن. محاسبه △t برای اولیه حدس از استفاده با (١۴ . ٣) معادله از را △S⃗ :١
x = ∥△S⃗∥∞ کن: محاسبه :٢

آنگاه x < △Smin اگر :٣
.△t = min(β△t,△tmax) بده: قرار بعدی زمان گام برای و کن قبول را جواب :۴

آنگاه △Smin < x < △Smax اگر وگرنه :۵
نکن. ایجاد △t در تغییری و کن قبول را پاس :۶

آنگاه △t/β > △tmin اگر وگرنه :٧
برگرد. ١ مرحله به و △t = △t/β بده: قرار :٨

وگرنه :٩
کن. متوقف را شبیه سازی پروسه و کن چاپ خطا پیام :١٠

اگر پایان :١١

جم بندی ٣ . ٨
که دادیم نشان و آوردیم در بعد بدون حالت به را مسئله بر حاکم معادلات ابتدا در فصل این در
محاسبات ه شب بررس به آن از پس م باشند. (٣ . ٧) معادله مانند مسئله بر حاکم بعد بدون پارامتر های

حجم و IMPESروش های لاتین ادامه در دادیم. ارائه را آن به مربوط نیاز مورد تعاریف و پرداختیم
را خود عددی روش قسمت این در شد. بیان مسئله حل برای آن ها از استفاده نحوه و معرف محدود
شده پیاده سازی ++Cزبان لاتین به کد ی قالب در وریتم ال این م نماییم. خلاصه ٢ وریتم ال در

است.
برای شده است. استفاده مختلف متن باز برنامه های و کتابخا نه ها از محاسبات کد پیاده سازی برای
است. شده استفاده [٣٠]Triangleو لاتین [٢٩]Gmshنرم افزار های لاتین از محاسبات ه شب تولید
،٣١]Petscکتابخانه لاتین از اسپارس ماتریس های ذخیره و (٣ . ١٣) معادلات دستگاه حل برای
اختیار در نیز را کد ال اش رف برای مناسبی ابزارهای کتابخانه این شده است. گرفته  بهره [٣٢
و مثلث المان های محلّ ماتریس های محاسبه برای نیاز مورد ماتریس جبر داده است. قرار مؤلف
نرم افزارهای درآخر است. شده برنامه نویس [٣٣]Armadilloکتابخانه لاتین کم به چهار ضلع

گرافی رسم برای مناسب ابزار [٣۶]VisItو لاتین [٣۵]Octave[٣۴]، لاتینParaviewلاتین 
کردند. فراهم را ۴ فصل در آمده پاس های



٣٨ عددی روش .٣ فصل

عددی روش خلاصه ٢ وریتم ال
. ورودی:

مسئله هندسه
محاسبات ه شب

(١۴ . ٢) معادله مطابق مرزی شرایط
(٢ . ١٣) معادله مطابق اولیه شرایط

∇h : جاذبه جهت و (٣ . ٧) معادله مطابق بعد بی اعداد
e ترک: نواح ضخامت و kro ،krw ،Pd ،ϕ ،K مخزن: سنگ ناحیه هر ویژگ های

J : مویینگ فشار منحن 
١ وریتم ال مطابق زمان گام کنترل پارامتر های

tfinal شبیه سازی: اتمام زمان
t = tfinal در مخزن به ورودی و از خروج سیال میزان و S⃗ ،Φ⃗ : خروج

Φ⃗ = ۰⃗ و Qk
w,in = Qk

w,out = Qk
in = Qk

out = ۰ ،t = ۰ بده قرار :١
کن. محاسبه (۶٣ . ٣) معادله مطابق دارند، قرار مرز روی که نودهایی برای را (ln) مقدار :٢

کن. محاسبه (۶۵ . ٣) معادله مطابق دارند، قرار :ΓφN مرز روی که نود هایی برای را uΓi مقدار :٣
کن. محاسبه (۵۵ . ٣) معادله مطابق ، مثلث و چهارضلع المان های تمام برای را H ماتریس :۴

بده انجام t < tfinal که زمان تا :۵
کن. محاسبه (۵۶ . ٣) و (٣۶ . ٣) معادلات از را λα|gi مقادیر :۶

کن. اسمبل (۶٣ . ١) و (۴٣ . ٠) معادلات در محلّ ماتریس های کم به را B⃗G و AG :٧
کن. اعمال (۶۶ . ٣) معادله از B⃗G و AG روی بر را Γφ مرزی شرایط :٨

کن. پیدا را Φ⃗ و کن حل را (٣ . ١٣) معادله :٩
کن. محاسبه (۶٣ . ٧) معادله مطابق ΓφD مرز روی نودهای برای را uΓi مقادیر :١٠

کن. محاسبه دوباره را λα|gi مقادیر :١١
کن. محاسبه (٣ . ٣٣) و (۶٣ . ١) ،(۴٣ . ٠) معادلات از را C⃗G و F⃗G بردارهای :١٢

کن. محاسبه (۶٣ . ٨) و (٣ . ٧١) معادلات از را uwΓi مقادیر :١٣
کن. اعمال (۶٣ . ٩) و (٣ . ٧٠) معادلات مطابق F⃗G روی بر را ΓS مرزی شرایط :١۴

کن. حل ١ وریتم ال مطابق مناسب، زمان گام از استفاده با را (١۴ . ٣) معادله :١۵
کن. روز رسان به (٣ . ٧٢) معادله از را برداشت و تزریق سیال مقادیر :١۶

t = t+△t بده: قرار :١٧
که زمان تا پایان :١٨

.Qout و Qin ،Qw,out ،Qw,in ،S⃗ ،Φ⃗ برگردان :١٩



۴ فصل

عددی مثال های

شد. خواهند حل محاسبات کد صحت بررس برای معتبر مراج از مسئله سه قسمت این در

اول مسئله ١ . ۴
فشار ن ناهم خاطر به اشباع ناپیوستگ مسئله این در است. شده انتخاب [٣٨ ،٣٧] از مسئله این
در شده است. یل تش ۴ . ١آ ل ش مطابق مجاور دوناحیه از مسئله هندسه شد. خواهد بررس مویینگ

با: است برابر اولیه شرط یعن این است. نفت از پر + ناحیه و آب از پر ‐ ناحیه t = ۰ زمان

S۰(x, y) =

۱ x < ۰

۰ x > ۰
(١ . ۴)

این کردن مدل برای کرد. خواهد نفوذ ‐ ناحیه به + ناحیه از آب مویینگ فشار پدیده دلیل به
از آبی که هستند معن این به شرایط این م کنیم. اعمال ١ . ۴ جدول مطابق را مرزی شرایط پدیده

م شوند. جابجا مویینگ پدیده خاطر به صرفا فاز دو و نم شود تزریق متخلل محیط به مرز  ها
با بعدی ی مش ی با بار ی را مسئله این لذا است متقارن y راستای در مسئله این هندسه
داده نشان ۴ . ١ب ل ش در آنچه مشابه بعدی، دو سازمان بدون مش ی با بار ی و نود ١٢٠٠

حل م نماییم. مثلث المان های و نود ۴٠٠٠ با و شده است
جدول در مسئله بر حاکم بعد بدون پارامتر های و ‐ ، + نواح برای شده گرفته نظر در خواص
نسبی تراوایی و مویینگ فشار توابع برای را حالت دو م کنید، مشاهده که همانطور آمده اند. ٢ . ۴
این در مویینگ فشار منحن م نماییم. استفاده vangتوابع لاتین از حالت ی در م گیریم. نظر در
فشار منحن که م نماییم استفاده brooksتوابع لاتین از ر دی حالت در است. ccنوع لاتین از حالت
در م تواند مویینگ فشار و دارد وجود آن در ورودی فشار پدیده و است cdنوع لاتین از آن مویینگ

باشد. داشته پرش ن ناهم محل
ما پاس بین خوبی هماهنگ حالت دو هر در آمده اند. ٢ . ۴ ل ش در t = ۱ در اشباع پروفیل های
بدون مش در خطا مقدار داریم انتظار که همانطور م شود. مشاهده [٣٨ ،٣٧] نیمه تحلیل پاس و

است. بیشتر ی بعدی مش حالت از دوبعدی سازمان

٣٩



۴٠ عددی مثال های .۴ فصل

دوبعدی مش نمونه (ب)

region - region +L R

X

Y
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0
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مسئله هندسه (آ)

متقارن y محور راستای در هندسه م کنید مشاهده که همانطور اول. مسئله مش و هندسه :١ . ۴ ل ش
مشخص چاپ در ریز مش اینکه به توجه با کرد. حل نیز بعد ی در را مسئله م توان لذا است
استفاده مسئله حل برای که است مش از درشت تر داده ایم نمایش (ب) قسمت در که مش نخواهد شد

کرده ایم.
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پروژه این روش توسط شده محاسبه پاس (ب) [٣٧ ،٣٨] مراج نیمه تحلیل پاس (آ)

توابع از بالا ل های ش در . اول مسئله برای t = ۱ در y = ۰٫۵ خط روی اشباع پروفیل :٢ . ۴ ل ش
شده استفاده vangتوابع لاتین از پایین ل های ش در و brooksمویینگ لاتین فشار و نسبی تراوایی

است.



۴١ عددی مثال های .۴ فصل

اول مسئله بر حاکم مرزی شرایط :١ . ۴ جدول

آب پتانسیل مرزی شرط اشباع مرزی شرط مرز نام
ΓφN with uN = ۰ ΓSN خورده حاشور مرز
ΓφN with uN = −۱ ΓSD with SD = ۱ ΓL

ΓφD with φD = ۰ ΓSN ΓR

اول مسئله برای بی بعد پارامتر های و سنگ خواص :٢ . ۴ جدول

مقدار نام
M = N = P = ۱,G = ۰,∇h = (۰,۱) بی بعد پارامتر های

− : [ ۱ ۰
۰ ۱ ] , + : [ ۰٫۲۵ ۰

۰ ۰٫۲۵ ] K
− : ۱ + : ۲ Pd

− : ۱ + : ۱ ϕ

−,+ : case(I): brooks with λ = ۲
case(II): vang with m = ۲/۳ kr, J

دوم مسئله ٢ . ۴
ی مسئله این در کرد. خواهد بررس را جاذبه کردن مدل و است شده انتخاب [٨ ،١] از مسئله این

و بالا تراوایی ١ ناحیه دارد. وجود متفاوت ناحیه دو از ل متش ٣ . ۴ ل ش مطابق متخلخل محیط
آب از محیط تمام t = ۰ در دارد. بالایی مویینگ فشار و کم تراوایی ٢ ناحیه و کم مویینگ فشار
محیط به ΓT مرز از آب از سنگین تر و ١DNAPLسیال لاتین ی .S۰(x, y) = ۱ است: شده پر

هیدرواستاتی فشار رابطه از ΓS مرز در فشار م شوند. خارج مرز ها ر دی از آب و م شود تزریق
زمان مرور به دارد. قرار ساکن آب مجاورت در مرز این این در مسئله هندسه یعن م کند، پیروی
شود. آن وارد نم تواند ٢ ناحیه بالای مویینگ فشار دلیل به ول م کند پر را ١ ناحیه DNAPLلاتین 
به DNAPLحالات لاتین این از ی در م گیریم. نظر در ٢ ناحیه مویینگ فشار برای را حالت دو
شد. خواهد ناحیه این وارد DNAPLاندک لاتین ر دی حالت در ول نم شود ٢ ناحیه وارد وجه هیچ
سنگ ها خواص و بعد بدون پارامتر های است. شده مشخص مسئله مرزی شرایط ٣ . ۴ جدول در
این ۴ . ۴ جدول در باشند. نزدی [٨ ،١] در شده داده مقادیر به بسیار که شده اند انتخاب گونه ای به

شده است. استفاده ۹۰ × ۶۵ یافته سازمان مش ی از مسئله این حل برای شده اند. داده  مقادیر
شده اند. داده نمایش t = ۳۵۰۰ در مویینگ فشار حالت دو هر برای اشباع پروفیل ۴ . ۴ ل ش در
وارد DNAPLفاز لاتین اندک است کمتر ٢ ناحیه مویینگ فشار که زمان داشتیم انتظار که همانطور
ورود که حالت در چند هر دارند. [٨ ،١] نتایج با خوبی هم خوان دست آمده به نتایج م شود. آن

م شود. مشاهده پاس ها بین تفاوت اندک داریم را ٢ ناحیه به سیال

oil crude heavy extra or trichloroethylene example: liquid. phase non-aqueous Dense١



۴٢ عددی مثال های .۴ فصل
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قرار اصل ماتریس میان در کم تراوایی با ناحیه ی مسئله این در دوم. مسئله هندسه :٣ . ۴ ل ش
است. گرفته

پروژه این روش توسط شده محاسبه پاس (ب) [٨ ،١] مراج پاس (آ)

برای Pd مقدار بالا ل های ش در دوم. مسئله برای t = ۳۵۰۰ در ثابت اشباع خطوط :۴ . ۴ ل ش
اشباع مقدار بیشترین دهنده نشان سیاه رنگ (ب) قسمت در است. پایین ل های ش از بیشتر ٢ ناحیه

هستند. DNAPLاشباع لاتین مقدار کمترین دهنده نشان سفید رنگ و DNAPLلاتین 



۴٣ عددی مثال های .۴ فصل

دوم مسئله بر حاکم مرزی شرایط :٣ . ۴ جدول

آب پتانسیل مرزی شرط اشباع مرزی شرط مرز نام
ΓφN with uN = ۰ ΓSN خورده حاشور مرز
ΓφN with uN = −۵٫۱۴ ΓSD with SD = ۰ ΓT

ΓφD with φD = ۰ ΓSD with SD = ۱ ΓS

ΓφN with uN = ۰ ΓSD with SD = ۱ ΓB

دوم مسئله برای بی بعد پارامتر های و سنگ خواص :۴ . ۴ جدول

مقدار نام
M = ۰٫۹,N = ۱۰۰,P = ۱۰۰,G = ۴۵٫۱,∇h = (۰,۱) بی بعد پارامتر های

۱ :
[

۶۶٫۴ ۰
۰ ۶۶٫۴

]
, ۲ :

[
۳۳٫۲ ۰

۰ ۳۳٫۲

]
K

۱ : ۷۵۵ ۲ : case(I)۱۴۶۶٫۱ case(II)۱۱۶۳٫۵ Pd

۱ : ۰٫۳۶۰ ۲ : ۰٫۳۴۳ ϕ
۱ : brooks with λ = ۲٫۷
۲ : brooks with λ = ۲ kr

brooks with λ = ۲٫۵ J

سوم مسئله ٣ . ۴
از [٧] در کردیم، اشاره ١ فصل در که همانطور است. شده انتخاب [٧ ،٢١] از مسئله این
برای ترکیبی محدود المان روش از [٢١] در اما شده است. استفاده مسئله حل برای گالرکین روش
دلیل به و است شده استفاده اشباع معادله حل برای گسسته گالرکین روش از و فشار معادله حل
که شده است ادعا آن، در limiterها slopeاز لاتین استفاده و دوم روش بودن consrevativeلاتین 
[٢١] پاس های لذا هستند متفاوت اندک مرج دو پاس های بود. خواهد ٢ مرتبه از و بالاتر آن دقّت

م کنیم. انتخاب خود پاس های با مقایسه برای را
داده نمایش ۴ . ۵آ ل ش در مسئله هندسه کرد. خواهیم بررس را ترک ها مدل سازی مسئله این در
دارند قرار ماتریس محیط در کم مویینگ فشار و بالا بسیار تراوایی با ترک ۶ مسئله این در  شده است.
نفت از پر متخلخل محیط تمام t = ۰ در هستند. مشاهده قابل ل ش همین در آن ها مختصات که
سمت گوشه از برداشت و شده تزریق محیط به پایین چپ سمت گوشه از آب .S۰(x, y) = ۰ است
مویینگ فشار حالت ی در م گیریم. نظر در مسئله این برای را حالت دو م شود. انجام بالا راست

دارد. وجود محیط دو هر در مویینگ فشار ر دی حالت در ول است صفر ماتریس و ترک در
و ماتریس خواص و بعد بدون پارامتر های شده اند. مشخص مسئله مرزی شرایط ۶ . ۴ جدول در
۵ . ۴ جدول در باشند. نزدی [٢١] در شده داده مقادیر به بسیار که شده اند انتخاب گونه ای به ترک
شده استفاده مش م کنیم. امتحان نیز را چهارضلع المان های مسئله این در شده اند. داده  مقادیر این

شده است. داده نمایش ۴ . ۵ب ل ش در
میزان به آب تزریق از بعد مویینگ فشار با و بدون حالت دو هر برای اشباع پروفیل ٧ . ۴ ل ش در
آب باشد داشته وجود مویینگ فشار که زمان شده اند. داده نمایش مخزن خال حجم ۵٠٪ و ٢۵٪
ل ش در برسد. برداشت ناحیه به دیرتر آب جبهه که م شود باعث امر این و م شود ترک ها وارد دیرتر
به منجر که ترک ها به آب جبهه دیرتر رسیدن شده اند. داده نمایش تزریق‐برداشت منحن های ۶ . ۴
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سوم مسئله بر حاکم مرزی شرایط :۵ . ۴ جدول

آب پتانسیل مرزی شرط اشباع مرزی شرط مرز نام
ΓφN with uN = ۰ ΓSN خورده حاشور مرز
ΓφN with luN = ۰٫۰۲ see eq. (63 . 3) ΓSD with SD = ۱ تزریق نقطه
ΓφD with φD = ۰ ΓSN برداشت نقطه

سوم مسئله برای بی بعد پارامتر های و سنگ خواص :۶ . ۴ جدول

مقدار نام
M = ۰٫۴۵,N = ۱۹۸٫۲,P = ۱۹۸٫۲,G = −۱٫۳۵,∇h = (۰,۱) بی بعد پارامتر های

m : [ ۱ ۰
۰ ۱ ] , f : ۸۰۰۰۰۰ K
f : ۴ × ۱۰−۶ e

m: case(I)۰ case(II)۰٫۳ f: case(I)۰ case(II)۰٫۰۴ Pd

m : ۰٫۸۵ f : ۰٫۱۷ ϕ
m : ۰٫۲S۵ f : S krw

m : ۰٫۶(۱ − S)۳ f : ۱ − S krn
-ln(S) J

به پاس بین خوبی هماهنگ است. مشاهده قابل نیز منحن ها این در م شود بیشتر نفت برداشت
مویینگ فشار که حالت در چند هر دارد. وجود [٢١] در داده شده پاس های و پروژه این در دست آمده

م کند. پیش بین بیشتر اندک را نفت برداشت ما روش باشد نداشته وجود

جم بندی ۴ . ۴
محاسبات کد صحت تا نمودیم حل [٢١ ،٧ ،٨ ،١ ،٣٧ ،٣٨] مراج از عددی مثال سه قسمت این در
مویینگ فشار ن ناهم کردن مدل در کد توانایی اول مسئله در کنیم. بررس را پروژه این در شده نوشته
بررس بالا مویینگ فشار با ر دی ناحیه به کم مویینگ فشار با ناحیه ی از آب نفوذ شبیه سازی با

DNAPLسیال لاتین نفوذ شبیه سازی با مویینگ فشار ن ناهم و جاذبه مدل کردن دوم مسئله در شد.
تزریق شبیه سازی با ترک ها مدل کردن در کد توانایی سوم مسئله در شد. بررس آب از پر ناحیه ی در
محاسبات کد از دست آمده به نتایج مسائل تمام در شد. بررس ترک دار مخزن ی به آب برداشت و
درست به محاسبات کد که م دهند نشان این داشتند. مراج از شده آورده پاس های با خوبی تطابق

شده است. پیاده سازی
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مسئله حل برای شده استفاده محاسبات مش (ب)
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دارند. قرار ۱ × ۱ ابعاد به محیط در ترک ۶ مسئله این در سوم. مسئله مش و هندسه :۵ . ۴ ل ش
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پروژه این روش توسط شده محاسبه پاس (ب) [٢١] مرج پاس (آ)

بدون حجم برداشت و تزریق واحد سوم. مسئله برای برداشت نفت ، تزریق آب منحن :۶ . ۴ ل ش
است. متخلخل ناحیه بعد
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پروژه این روش توسط شده محاسبه پاس (ب) [٢١] مرج پاس (آ)

تزریق پایین به بالا از ال اش سوم. مسئله برای مختلف حالات در آب اشباع پروفیل :٧ . ۴ ل ش
و مویینگ فشار با ۲۵PV تزریق ، مویینگ فشار بدون ۵۰PV تزریق ، مویینگ فشار بدون ۲۵PV

م دهند. نمایش را مویینگ فشار با ۵۰PV تزریق
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پیشنهادها و گیری نتیجه

به ترک دار متخلخل محیط در دوفازی جریان شبیه سازی برای محدود حجم روش ی رساله این در
برای بیضوی معادله ی به مسئله بر حاکم معادلات جبری کار اندک با شد. بیان گسسته ترک روش

ی به معادلات این سپس گشتند. تبدیل آب اشباع برای هذلولوی معادله ی و آب) (پتانسیل فشار
وپل دی برای نیز IMPES روش از شدند. گسسته سازی CVFEMمرج لاتین گره محدود حجم روش
ن ناهم اضاف تدابیر بدون م توانست CVFEMروش لاتین شد. استفاده معادلات دستگاه کردن

را اضاف تدابیر مویینگ فشار ن ناهم کردن مدل برای اما کند، مدل را مطلق تراوایی ناهمسان و
مسئله دو نمودیم. حل را شاخص مسئله سه محاسبات کد صحت بررس برای آخر در نمودیم. اتخاذ
بررس ترک ها کردن مدل آخر مسئله در و م پرداختند جاذبه و مویینگ فشار ن ناهم بررس به اول

گشت.
م شوند: پیشنهاد حاضر تحقیق ادامه جهت ذیل کارهای

تعداد شدن زیاد با اما کند، مدل بالایی دقت با را ترک ها وجود که است قادر گسسته ترک روش •
روش های از صنعت پروژه ها در لذا م شود. زیاد بسیار آن نیاز مورد محاسبات زمان ترک ها
روش ها این در م شود. استفاده م شوند، شناخته پیوسته ترک روش های نام به که ری دی
یا و تجربی صورت به آن ها از تقریبی معمولا که دارند وجود انتقال توابع نام به پارامترهایی
انتقال توابع محاسبه برای را جدیدی راه م تواند گسسته ترک روش م شود. محاسبه تحلیل
روش از که شود سع و شوند مقایسه ر دی ی با روش دو این که م شود پیشنهاد لذا دهد. ارائه

شود. استفاده پیوسته ترک روش های ارتقا جهت گسسته ترک
م باشد. مناسب گسسته ترک روش زمینه در تحقیق شروع برای غیرامتزاج دوفاز جریان مدل •
حل برای گسسته ترک روش تعمیم به نیاز صنعت در کاربرد پر و واقع مسائل حل برای اما
پروژه روش که م شود پیشنهاد لذا م شود. احساس سیاه نفت مثل پیشرفته تر جریان مدل های

شود. داده تعمیم نفت سیاه معادلات حل برای حاضر
فشار با مرتبط معادله تعدادی تحلیل حل کم به مویینگ فشار ن ناهم حاضر تحقیق در •
وجود کار در محدودیت تحلیل حل از استفاده دلیل به شد. مدل ٢ . ۵ . ٣ بخش در مویینگ
حاضر معادلات بتوانیم که صورت در باشند. J(S) منحن ی دارای باید نواح تمام که دارد
توابع جای به م توانیم علاوه به م شود. برطرف محدودیت این نماییم حل عددی روش به را
در شاید کار این نماییم. استفاده J(S) مقادیر محاسبه برای گسسته نقاط درون یابی از ریاض

۴٧
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نفت مثل پیشرفته تر مدل های در اما باشد نداشته زیادی اهمیت غیرامتزاج دوفاز جریان مدل
است. الزام سیاه

با را فاز ها سرعت که است این آن ها مهمترین دارد. محدودیت هایی CVFEMروش لاتین •
دقت به نیاز صورت در م نماید. حل فشار و اشباع متغیر های به نسبت کمتری خیل دقت
روش یا و [١٨] در شده ارائه محدود حجم روش سراغ به م توان شار ها محاسبه برای بالاتر
ساده تر اول روش پیاده سازی دو این بین از رفت. فشار معادله حل برای [٢٠ ،٢١]MFEلاتین 
کردن مدل ان ام عدم ر دی محدودیت شود. استفاده آن از که م شود پیشنهاد و م باشد
گره جای به مرج سلول روش های از استفاده م گیرند. را جریان جلوی که است ترک هایی

سازد. برطرف را ل مش این م تواند [١۵ ،١٨] مرج
دهد کاهش را محاسبات زمان م تواند نیز IMPES روش جای به ضمن کاملا روش از استفاده •

دهد. افزایش را محاسبات کد راندمان و
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Abstract

 A numerical method for simulation of two-phase immiscible flow in heterogeneous,
inhomogeneous, two-dimensional porous media containing discrete fractures is pro-
vided. A cell-vertex finite volume method is used to discretize the governing equations
and the coupling of equations is handled by the IMPES (Implicit Pressure Explicit
Saturations) method. Assuming that fractures are very thin compared to the adjacent
matrix, one-dimensional elements have been used for modeling fractures, making the
numerical method faster and robuster. In order to verify the proposed method, three
benchmark problems are solved and the results are compared to related references. 

Keywords: two-phase flow, porous media, cell-vertex finite volume method, dis-
crete fracture method
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